Exkurs: Kettenbriiche

1. Definition

Unter einem Kettenbruch versteht man einen Ausdruck der Form
1

a0+

a1 +
a2+
as +

1
as+ ...
Aus schreibtechnischen Griinden ist dafiir auch die Bezeichnung

[CLO, a1,a2,as, a4, . . }

gebrauchlich.
Beispiel:
1 1 1 36 266
2 =2 =2 -9 o4~ gy 2 400
12,3,5,7] +3 1 +3 +3 7 HETE UETERRTE
o T 3% 36
7 T

Kettenbruchalgorithmus zur Gewinnung der Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl: Ist
a = g € R gegeben, so definiert man rekursiv

a;=|a;] und a1 = , solange o; & Z.

o — a;
Dann gilt
o; = a; +
Qi1
und damit
1 1 1
O(:O(O:a0+—:a0+7:a0+7:...:a0+
aq 1 1 1
ar + — a+ — ai +
(6%} I 1
a — .
2 Qs as + 1
ap—1+ —
n
bzw. mit der einfacheren Notation
1
o = [040] = [a07 O[l] = [(IO, ay + 0[7] - [a(); ai, OZQ] == [a07a17a27 ey Qp—1, an]
2
[ag, a1, az,...] heiit die Kettenbruchentwicklung von «, a,, der n-te Teilquotient von «. Es ist klar,
dass ap € Z und a; € N fiir 4 > 1 gilt. Auflerdem sieht man auch, dass fiir m < n gilt
Oy = [ama Am+41y -+, 0n-1, an]-
Die Kettenbruchentwicklung bricht ab, wenn es ein n gibt mit a,, € Z. Dann ist o = [ag, a1, . . ., ay)-
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Beispiele: Mit dem Kettenbruchalgorithmus erhalten wir folgende Kettenbruchentwicklungen:

(1)

7 1
5:1+:1+5:1+2+1_[1,2,2]
2 2
(2)
E e e TR T I T B IR IR T U PR ISR IR I I )
13 '13 8 5 3 2

(3) Zuniichst ist

V2=1+

1
=[1,1+v2 und 14+vV2=2+
14+V2 1

was durch Iteration

V2=[L1+V2]=[1,2,14+V2] = [1,2,2,1+V2] = =[1,2,2,...,2,2,1+ 2

ergibt.

(4) Fir a= % gilt o] =1 und @ =1+ 1, was sofort zu
Q= [1,0[] = [1,1,0&] = [L]-v]-aa} == [LLL“’;LQ]

fiihrt.

(5) Fiir 7 und e findet man die Kettenbruchentwicklungen
T =13,7,15,1,292,1,1,1,2,1,...] und e=12,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...].
Bemerkung: Bricht die Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl « ab, so ist « = [ag, a1, a9, ...,a,] €

Q wegen a; € Z. Die Umkehrung wird noch bewiesen.

LEMMA. Sei [ag,a1,az,...] die Kettenbruchentwicklung der reellen Zahl . Ezistiert a, fir einn > 1,
so gilt a, > 1 und a,, > 1.

Beweis: Da a,, existiert, ist nach Konstruktion oy, € Z und damit a,,—1 < a,—1 < an—1 + 1. Es folgt

0<ap_1—a,_1<1,also a, = % > 1 und damit auch a,, = |a,] > 1. 1

Ay —1— Qg —

2. Wie findet man die Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl?

Wir wollen jetzt die Kettenbruchentwicklung rationaler Zahlen ndher anschauen.

SATZ. Seia = Z—‘l’ € Q mit by, by € Z und by > 1. Wir wenden den euklidischen Algorithmus auf by und by

an und erhalten rekursiv by, bs, ... byt1, indem wir b; durch b1 teilen (mit Quotient a; und Rest b;12):
bo = agby + by mit 0 < by < by
by = aiby+ b3 mit 0 <bg < by

b1 = ap_1b, + bn+1 mit 0 < bn+1 <b,
b, = apbpt1+0 und bpia=0
Dann ist
o= [a()aala"'aan}

die Kettenbruchentwicklung von a. Insbesondere bricht die Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl
nach endlich vielen Schritten ab. (Die Teilquotienten in der Kettenbruchentwicklung sind also genau die
Quotienten, die beim euklidischen Algorithmus auftreten.)



2. WIE FINDET MAN DIE KETTENBRUCHENTWICKLUNG EINER RATIONALEN ZAHL? 3

Beweis: Wir zeigen durch Induktion: Die in der Kettenbruchentwicklung von a auftretenden Teilquoti-
enten sind genau die a;’s und «; = b'bil'
Zum Induktionsanfang: Es gilt

o= b0 abi by +b£
" by by O by
Wegen 0 < by < by ist 0 < g—i < 1 und daher ag = |ap]. Damit wird ay = Z—2
Es gelte nun «; = %. Dann ist
i+1
b; ib; b; b;
= _a +1+ +2:ai+ +2
bi+1 bi+1 bi+1

Wegen 0 < b9 < biy1 folgt a; = |a;], d.h. a; ist der i-te Teilquotient. Damit wird
1 bit1

Qiy1 = =,
o Q; — a4 bito
was die Induktionsbehauptung zeigt.
Nach Konstruktion ist .
ap = —— =a, €7,
bn+1

sodass der Kettenbruchalgorithmus hier abbricht. Dies beweist die Behauptung. B

Beispiel: Wir wollen die Kettenbruchentwicklung von o = % bestimmen. Wir fithren den euklidischen
Algorithmus durch:

449 2211427,
211 = 7-27422,
27 = 1-2245,
22 = 4-542,
5 = 2-2+1,
2 2-140.
Daher folgt mit dem letzten Satz fiir die Kettenbruchentwicklung
449
— =[2,7,1,4,2,2].
211 [ ’ 77 ) Ey Sy ]
Bemerkung: Ist [ag,ay,...,a,] die Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl und n > 1, so gilt

an > 2, denn wir hatten frither bereits gesehen, dass «,, > 1 gilt, und hier ist a,, = a,.

Die Lénge der Kettenbruchentwicklung einer rationalen Zahl 148t sich mit folgendem Satz abschétzen.

SATZ. Ist [ag,aq,...,a,] die Kettenbruchentwicklung der rationalen Zahl Z—Cl’, so gelten die Abschdtzungen

n < 4.785log;n b1  und n < 1.45log, by.

Beispiele: Sei (fy,)n>0 die durch fo =1, f1 =1, f, = fu_1+ fa—2 (fiir n > 2) definierte Fibonacci-Folge,
also
f0:07 f1:17 f2:17 f3:27 f4:37 f5:57 f6:87 f7:137

Dann zeigt man leicht durch Induktion, dass fiir n > 0 die Kettenbruchentwicklung von ;”—i; durch

Irts _ [1,1,...,1,1,2] mit n Einsen

f7b+2
gegeben wird, also
f3 f4 3 f5 5 fﬁ 8 f7 13
7:2:23 7:7:1727 7:7:171327 7:7:171717 5 7:7:17131517 ’
fa 2 f3 2 11,2] fa 3 | ] fs 5 | } fe 8 | ]
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3. Eindeutigkeit

Das folgende Lemma zeigt, dass man eine rationale Zahl auf verschiedene Weise als Kettenbruch darstellen
kann:

LEMMA. Seien ag,ay,...,a, € Z und ay,...,a,_1 > 1 und a, > 1. Dann ist
[ag, a1, ..., an] = [ag,a1,...,a, — 1,1].
Beweis: Dies folgt sofort aus der Identitéit a,, = (a, — 1) + % [ ]
Andererseits gilt folgende Aussage:
LEMMA. Ist
a=lap,a1,...,an-1,0n] = [bo,b1,...,bn_1,Bn]

mit a;,b; € Z, a;,b; > 1 fiiri > 1, an, By > 1, so gilt a; = b; fir alle i und o, = By.

Beweis: Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach n. Fiir n = 1 haben wir a = ao—l—o%1 = bo—i—ﬂ—ll. Wegen
aq, 81 > 1 folgt ag = by = |«] und damit auch a; = B;. Sei jetzt n > 1. Setzt man a,—1 = an—1 + ai
und 8,1 =b,_1 + bi, so gilt

[a(), ey Ap—2, CVn—l] == [a07 ey Ap—2,0p—1, an] = [bOa ey bn—Qa bn—l, 6n} == [b07 ) bn—Qa 6n—1}~
Wegen a1, 8,—1 > 1 und der Induktionsvoraussetzung folgt a; = b; fiir 0 < ¢ < n — 2. Schlieflich folgt

aus a,_1 = B,—1 mit dem Fall n = 1 die Aussage a,_1 = b,—1 und o, = 5,,. B

Die Kettenbruchdarstellung einer reellen Zahl ist also eindeutig bestimmt, wenn man bei rationalen
Zahlen noch fordert, dass der letzte Teilquotient > 2 ist.

4. Nihrungsbriiche
DEFINITION. Ist [ag, a1, as,...] die Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl o, so heifit
[ag, a1, ..., an]
der n-te Naherungsbruch von o. Die Niherungsbriiche sind also
lao], a0, a1], [ao,a1,a2], [ao,a1,az,as],
Beispiel: Die Zahl o = % hat die Kettenbruchentwicklung o = [2,3,5,7,11]. Die N#herungsbriiche
sind:

[2] = 2 = 2.000000000

7
[2.3] = 5 =2.333333333

37
[2,3,5] = — = 2.312500000

16
266

2,3,5,7] = —— = 2.313043478
[2:3.5.7 = 735
2963

[2:3.5,7.11] = Toer = 2.313036690

Mit dem folgenden Satz kann man die Naherungsbriiche einer Zahl berechnen, wenn man die Kettenbru-
chentwicklung kennt:

SATZ. Seien ag,a1,as,... gegeben. Dann gilt mit den Rekursionsformeln
p—2=0, p-1=1, Pn = QpPn—1 + Pn—2 fUT n 2> 0,
g2 =1, q-1=0, qn = anGn—1+qn—2 flirn >0

die Gleichung
_

[ag, a1, ..., an)
dn
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Beweis: Wir beweisen dies durch Induktion. Fiir n = 0 ist pg = ag, ¢o = 1 und damit 3;—3 = = ag = [aog],

- _ : _ _ 1 P11 __ ajaot+l __ 1 : .
fiir n = 1 ist p1 = a1a9 + 1, ¢1 = a1 und damit q—i =S =a0t o = [ag,aq]. Sei also jetzt n > 2.
Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf [ag,a1,...,an—2,an—1 + ai} mit den N&dherungsbriichen
n
Bo - Pn=2 Pn=l gy ynd erhalten
q0 dn—-2"' qn—-1
~ 1
Pn—1 (an—l + Tn)pn—2 + Dn-3
[a07~~~aan]:[aOa”'vaanaanfl"_i]:~ - -

Qn n-1 (an—l + i)Qn—Q + qn-3
_ n(@n1Pn—2+Pn-3) ¥ Pn-2 _ GnPn-1+Pn-2 _ Pn

an(an—l‘In—Q + Qn—3) + gn—2 AnGn—1 + Gn—2 qn ’
was gezeigt werden sollte. B

LEMMA. Gegeben sei ein Kettenbruch [ag, a1, as,...] und dazu die durch obige Rekursionsformeln defi-
nierten Gréfien pp, Gn-

(1) Firn>1 git
_1\n—1
n—1 d.h. Pn . Pn—1 _ ( 1)

Pndn—-1 — Pn—-149n = (*1)

dn dn—1 dn—19n .
(2) Fiirn > 2 gilt
Pn . Pn—2 (_1)nan

Pndn—2 — Pn—24n = (71)nan d.h. — = .
dn qn—2 dn—24n

(3) Ist a =lag,a1,-..,an, Qni1], S0 gilt firn >0
P (1"

dn dn (an+IQn + qn—l) ’

Beweis:
(1) Fiir n = 1 gilt wegen pg = ag, o = 1, p1 = aga1 + 1, g1 = a1 die Beziehung pi1qo — poq1 = 1.
Fiir n > 2 folgt dann die Behauptung induktiv aus
Pndn—-1 — Pn—-19n = QnPn-1 +pn72)qn71 _pnfl(anqnfl + CIan) =
= *(pn—1Qn—2 - pn—2Qn—1)~
(2) Mit der Gleichung aus 1. erhélt man
Pndn—2 — Pn—2qn = (anpn—l + pn—2)qn—2 - pn—2(anqn—1 + qn—2) =
an(pnflqn72 - pn72Qn71) = (_1)nan7

wie behauptet.

(3) Sind % die Niherungsbriiche des Kettenbruchs [ag, a1, .. ., an, @y11], so gilt
Po_ Do p1_P1 Pn _Pn P
@0 Qo @ @ " dn Gn Gnt1
Aus der Rekursionformel ¢, +1 = apt1gn + gn—1 folgt mit (1)
R R ) R )

dn qn+1 (A]'n B ZjnJrlqn qn(anJrIQn + anl) ’
wie behauptet. B

Der folgende Satz stellt einige der wichtigsten Approximationseigenschaften von Kettenbriichen zusam-
men.

SATZ. Sei [ag, a1, az,...] die Kettenbruchentwicklung der reellen Zahl o mit den Niherungsbriichen %.
Dann gilt:

(1)

1+5
2

l=g¢gp<q1<@p<gqg<... und qg,>( )" > 1.618"! fiir alle n > 0.
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(2) Die Niherungsbriiche % sind gekirzt, d.h. ggT(pp,qn) = 1.
(3)

? < 2—2 < <a<-o-< ];—3 < %
0 2 3 1
(4) Ist a # =, so gilt
1 1 1
< < |ao — P < .
2qnqn+1 dn (QnJrl + Qn) dn dndn+1

(5) Fiirn >0 gilt

n 1
‘a A — < 04"
dn n
(6) Ist « ¢ Q, so gilt
. DPn
a= lim —,
n—r oo qn

was man oft abkiirzend auch als
a = [ag,a1,az,...]

schreibt.

(Wird eine Grifle wie ayn, pn, oder q, benutzt, soll dies implizit voraussetzen, dass die Grifien auch
definiert sind.)

Beweis:
(1) Wir haben bereits bemerkt, dass a; > 1 fiir 4 > 1 gilt. Fiir A\ = 1+T\/5 > 1.618 gilt A2 = X\ + 1.
Damit erhalten wir go = 1 > A™1, ¢y = a; > 1 = A\? und durch Induktion fiir n > 2

Gn = QnGn_1 4 G2 Z Gn—1 +Qn72 Z )\YL—2 4 )\n—S _ )\n—3()\ + 1) _ )\n—3 . )\2 _ )\n—l’

wie behauptet.
(2) Aus Pndn—1 — Pn—19n = (_1)n—1 fOlgt ggT(pnaqn) =1
(3) Die Formel
& _ Pn—2 o (_]-)nan

dn qn—2 qn—24n
liefert (mit a,, > 1 fiir n > 1) durch Einsetzen von n = 2m bzw. n = 2m + 1

_ a _ _ a _
Pom _ Poam—2 + 2m > Pam—2 und P2m+1 _ Po2m—1 _ 2m—+1 < Poam—1 )
q2m q2m—2 q2m—292m qom—2 q2m+1 q2m—1 2m—192m+1 q2m—1
Die Formel

Pn  Pao1 _ (D)™

dn dn—1 dndn—1
liefert durch Einsetzen von n = 2m bzw. n =2m + 1

Pam  _ Pam—1 1 < Pamot

q2m qdo2m—1 2m4a2m—1 dom—1
Pamt1  _ P2m n 1 S Pm
q2m+1 q2m q2m+192m q2m

Aus den beiden letzten Uberlegungen folgt sofort die Ungleichungskette

Po_P2 _Pu_  _DPs_DPs_DP1
do q2 g4 ds a3 0
Ist fiir ein n € No (das bei der Kettenbruchentwicklung auftretende) a, € Z, so ist a = £2 und
die Behauptung folgt aus der aufgestellten Ungleichungskette. Andernfalls ergibt sich aus
P (="

dn dn (a7L+IQ7L + Qn—l)
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durch Einsetzen von n = 2m bzw. n =2m + 1

1
o = b2m + > Pom und
©m  @m(2mi1@2m + @m-1)  @m
o - Pemir 1 < Pamia

b
Gm+1 Gm+1(@2mt202m+1 + G2m) Q2m-+1

was die behauptete Ungleichungskette liefert.
(4) Ist o # 2—", S0 ist oy, € Z, also existiert a1 =

oo Wit an = [an]. Der letzte Satz liefert

Dny 1

dn Q7L(05n+1Q7L + Qn—l) .

7 zeigen ist also
1 1 1 1
< < < ;
QQ’HQH-"—I Adn (Qn-l-l + qn) dn (an+1 + Qn—l) dndn+1

was dquivalent zu

Int+1 < Qnt1qn + @n-1 < Gnt1 + qn < 2¢n1
ist. Nun haben wir a,4+1 < ant1 < any1 + 1 und somit konnen wir abschétzen:
Gn+1 = On41Gn + gn—1 < Ant1Gn + Gn-1 <
< (an+1+1)gn + gn—1 = (@n41qn + Gn-1) + @n = Gn+1 + Gn < 2qn41,

was die Behauptung beweist.

(5) Die erste Ungleichung ist trivial fiir n = 0 wegen go = 1 und folgt fiir n > 1 aus 4. mit g, < gny1.
Nach 1. gilt auBerdem ¢, < 1.618"~!, was zusammen mit

1 1

—1
g < W < 0.4”

die Behauptung zeigt.
(6) Dies folgt sofort aus 4. B

Mit dem Kettenbruchalgorithmus erhélt man also gute Approximationen an Irrationalzahlen.

Beispiel: 7 = [3,7,15,1,292,...] hat die Ndherungsbriiche

ZQ —3 = 3.0000000000. . .
0
22
no_ = — 3.1428571428 . ..
q1
% - % — 3.1415094339 . . .
2
% — i’ilg — 3.1415929203 . . .
3
1
% — 3033190923 — 3.1415926530 . . .
4
= — 3.1415926535 . . .

FOLGERUNG. Ist a irrational reell, so gibt es unendlich viele Briiche % mat

1

p
a—=]< .
| ql q?

Bemerkungen:
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(1) Ist « reell und ¢ eine natiirliche Zahl, so gibt es eine ganze Zahl m mit
q

Setzt man dann p = m bzw. p = m + 1, so erhélt man

1

27q.
Ist g eine 10-er Potenz, so hat man die Approximation durch Dezimalbriiche. Die Kettenbruchap-
proximation ist aber wesentlich besser.

(2) Ist a = ¢ rational, so folgt aus

|a72\<

1 -
0<|0z7113|<—2 wegen a-P2-2"7P
7 q q bq

und |ag — bp| € N sofort sofort ¢ < b. Also kénnen nur endlich viele % die Ungleichung erfiillen.

SATZ. Von zwei aufeinanderfolgenden Ndherungsbriichen % = z"—: oder % = % an die reelle Zahl o
gentigt zumindest eine der Ungleichung
1
a—=| < —.
o-2< s
Beweis: Wir nehmen an,
_ 1 1
|a_pn 1|Z - und |a_pn|27
anl 2qn71 2qn
Da «a zwischen 1{;”:1 und £= liegt, ist
Pn—1 _ Pn—1 p
|=—— | =la——"—|+]a——|
qn—1 qn—1 dn
und damit
1 _ ‘pn—lq”_ann—ﬂ :|pn—1 —&‘=|Oé Pn— 1|+‘ p7n|> 1 +i: qTQL_1 +q72;
Gn—1Gn Gn—14n Gn-1  n Gn— @ 2454 247 247103

was sofort 2¢,_1qn, > %%—1 —|—q3 und damit 0 > (gp,—1 — qn) , also g, = ¢, _1 liefert. Dies kann nur im Fall
n = 1 auftreten, aulerdem werden dann aus den Ungleichungen Gleichungen, d.h.

1
—@:a—aozf und p—l—a—ao—l-l—oz—f
0 2 ¢ 2

Nun hat aber die Zahl a = ag + % die Kettenbruchentwicklung oo = [ag, 2] mit den Niherungsbriichen

Bo 200+l “godass auch dieser Fall nicht méglich ist. m

Pl —
= nd =
2 = dap u

Beispiel: Die Kettenbruchentwicklung von

509473
788342’
das zufillig gew#hlt wurde, illustriert den letzten Satz.

i oa Di gi B q; (o — 2
0 0 0 1 0.0000000000 | +0.646259
1 1 1 1 1.0000000000 | -0.353741
2 1 1 2 0.5000000000 | 4+0.585035
3 1 2 3 0.6666666667 | -0.183670
4| 4 9 14 0.6428571429 | +0.666736
5 1 11 17 0.6470588235 | -0.231190
6 3 42 65 0.6461538462 | +0.443672
7 1 53 82 0.6463414634 | -0.555444
8 1 95 147 | 0.6462585034 | +0.007645
9 | 130 | 12403 | 19192 | 0.6462588579 | -0.243448
10| 4 | 49707 | 76915 | 0.6462588572 | +0.097566
11 | 10 | 509473 | 788342 | 0.6462588572 | +0.000000
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Der folgende Satz gibt ein wichtiges (hinreichendes) Kriterium an, wann ein Bruch Niherungsbruch in
der Kettenbruchentwicklung einer Zahl ist.

SATZ. Istoz€Rund§€Qmit
D 1
a—5l < =,
| q| o

so ist % Ndiherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von a.

Beweis:

e Wir konnen schreiben

0
a—gzimitEZilundO<9<1.
q 2¢
e Da wir zeigen wollen, dass % Néherungsbruch fiir « ist, bilden wir die Kettenbruchentwicklung

von 2:
q

P _
6_ [a07a17"'5an]'

Indem wir eventuell a,, durch a,, — 1,1 ersetzen und dadurch die Linge der Kettenbruchdarstel-
lung von g um 1 erhéhen, konnen wir erreichen, dass gilt

e=(-1)"
Seien % die zugehorigen Naherungsbriiche.

e Da der Fall a = g = % trivial ist, kénnen wir ihn ausschliefen und somit definieren:
n

_ Afdpn—1 — Pn-—1
Adn — Pn

Tr =

Dann gilt
_ TPp + Pn—1

Zdn + dn—1
und mit den iiblichen Formeln fiir Kettenbriiche

Q= [G’O;ah' . 'aanax]'
e Nun haben wir mit entsprechenden Kettenbruchformeln
0 -1)"0 -1H"
0 (D p_ (D)

22 2¢2 q G Gn(TGn +dn-1)
Es folgt
20 1
qr% B Qn<xQn + anl)
und damit zq, — q¢,_1 = %qn, also

T = g _ dn—1

0  qn
Mit der Voraussetzung folgt = > 1, sodass wegen der Eindeutigkeit der Kettenbruchentwicklung
a = [ag,a1,...,an,x] tatsichlich der Anfang der Kettenbruchentwicklung von « ist. Also ist

auch % Néaherungsbruch fiir o.. B

Das folgende Beispiel zeigt, dass man das Kriterium |a — §| < # nicht durch eine Bedingung o — §| <
ﬁ ersetzen kann mit einem festen € > 0.

Beispiel: Wir betrachten fiir m > 1 die rationale Zahl

2m? +m + 2
o= —".
2m3
Man rechnet leicht nach, dass gilt

0,m—1,2] < a<[0,m—1,3].
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Fiir z > 0ist die Funktion « — [0, m—1, z] streng monoton steigend, also hat die Kettenbruchentwicklung

von o die Gestalt

a=1[0m-1,2,...].
Nun gilt
| 1| 1 1 1 1 < 1 i >3
oaO——|=uq— — = —— _—— — ur m
m m  2m?  m?  (2- miﬁ)rrﬂ m?2 =7

aber L = [0,m] = [0, m — 1,1] ist kein N&herungsbruch von a.
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