Vorlesung ,, Korpertheorie“ (Sommersemester 2024 )

Ubungsblatt 10 (19.6.2024-26.6.2024)

Mit P werden Prisenzaufgaben, mit H Hausaufgaben bezeichnet.
Préasenzaufgaben

Aufgabe P46: (Staatsexamensaufgabe)
(a) Zeigen Sie, dass jeder irreduzible Faktor von f := X% — 25 € Q[X] separabel iiber Q ist.
(b) Bestimmen Sie ein primitives Element eines Zerfillungskorpers L von f iiber Q und die Dimen-
sion von L iiber Q.
(c) Berechnen Sie die Automorphismengruppe von L iiber Q.
(d) Bestimmen Sie alle Zwischenkérper Q C K C L und ihre Inklusionen.

Aufgabe P47: Gegeben seien die Zahlen @ = /10 + /10 € R und 8 = /10 — /10 € R.
(1) Bestimme das Minimalpolynom f von « (und 8) und zerlege es in Linearfaktoren iiber Q(a, ).
(2) Betrachte a8 und zeige damit, dass 8 € Q(«) gilt.
(3) Warum ist Q(«) galoissch iiber Q?
(4) Zeige, dass ein o € Gal(Q(a)|Q) existiert mit o(«) = 3.
(5) Zeige: ord (0) =4 und Gal(Q(a)|Q) = (o).
(6) Bestimme alle Zwischenkorper der Erweiterung Q(a)|Q und skizziere das zugehorige Diagramm
der Unterkérper von Q(a).

Aufgabe P48: (Staatsexamensaufgabe) Es seien o := /v/12+3 € R, 3 := iv/v/12—-3 € C und
L:=Q(a,B) CC.
(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom f = m,,g von « iiber Q und zeigen Sie, dass auch J eine
Nullstelle von f ist.
(b) Begriinden Sie, warum L/Q eine Galois-Erweiterung ist.
(c) Zeigen Sie, dass L = Q(«, ¢) gilt, und bestimmen Sie den Grad [L : Q).
(d) Zeigen Sie, dass die Galois-Gruppe Gal(L/Q) einen Normalteiler der Ordnung 2 hat.

Aufgabe P49: (Inspiriert von einer Staatsexamensaufgabe) Ein irreduzibles Polynom f € Q[z] besitze
(mindestens) eine Nullstelle @ € R und (mindestens) eine Nullstelle § € C\R. Sei K der Zerfillungskorper
von f iiber Q. Zeige, dass die Galoisgruppe Gal(K|Q) nicht abelsch ist.

Aufgabe P50: (Staatsexamensaufgabe) Sei K ein Korper der Charakteristik 0 und sei p eine Primzahl.
Angenommen, p teilt den Grad jeder endlichen Kérpererweiterung L/K mit K C L. Zeigen Sie, dass
dann der Grad jeder endlichen Korpererweiterung von K eine Potenz von p ist. (Hinweis: Zeigen Sie, dass
es eine endliche Galoiserweiterung E/K mit K C L C E gibt, und verwenden Sie die Sylowsétze.)
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Hausaufgaben]

Aufgabe H28: Die Zahlen a = /5 + 26 €ERund g =v5- 21/6 € R haben beide das Minimalpoly-
nom f = x* —102% + 1 € Q[z], das sich iiber Q wie folgt faktorisieren lisst:

f=(-a)(z+a)(z-PB)(z+4).
Daher gibt es 4 Kérperhomomorphismen o; : Q(a) — Q, die durch

oi(a) =a, o3(a)=—a, oz(a)=08, ou(a)=-0
bestimmt sind.
(1) Betrachte a8 und folgere, dass Q(«) galoissch iiber Q ist. Damit gilt auch Gal(Q(a)|Q) =
{0’1, 09,03, 0’4}.
(2) Bestimme die Ordnungen von o; und den Isomorphietyp von Gal(Q(a)|Q).
(3) Zeige:
o’ € Q@) a+peQ@) 7, a-peQa)
berechne o2, (a + 8)% und (a — 3)2%, und beschreibe damit die angegebenen Zwischenkorper.
(4) Erstelle ein Diagramm der Unterkorper von Q(«).

Aufgabe H29: Sei K C C ein Unterkorper von C, sodass K|Q galoissch vom Grad 4 mit Gal(K|Q) ~ Zy
ist. Zeige:
(1) Es gibt genau einen Korper F mit Q C E C K und [F: Q] = 2.
(2) Ist K € R, so gilt
E=KnR.
(3) Fiir alle d € N gilt
V=d ¢ K.

Aufgabe H30: (Staatsexamensaufgabe) Sei E/K eine endliche Galoiserweiterung und sei o € E, so dass
o(a) # a fir alle 1 # o € Gal(E/K).
Zeigen Sie: « ist ein primitives Element von E/K.

1Abgabe der Hausaufgaben bis 26.6.2024, 10:00 Uhr in den Ubungskisten oder in den Ubungsgruppen



