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1 Die Bernsteinschen Grundpolynome

Die Bernstein-Polynome sind benannt nach dem bedeutenden russischen Mathe-
matiker S. N. Bernstein (1880-1968), der 1912 eine sehr kurze elegante Herlei-
tung des Weierstra3schen Approximationssatzes aus dem Gesetz der grofien Zahl
publizierte: Bei n unabhéngigen Wiederholungen eines Experiments, bei dem mit
Wahrscheinlichkeit p ein ,Erfolg® (= ein bestimmtes interessierendes Ereignis) ein-
tritt, ist die Wahrscheinlichkeit von genau k Erfolgen bekanntlich gegeben durch
(})P*(1 — p)"*. Mit wachsendem n wird es immer wahrscheinlicher, dass £ ~ p,
weshalb fiir eine stetige Funktion f : [0,1] — R gilt:

_:" ky(n (1 — ok A £
Bus) =31 () () - =

Wir werden dies weiter unten direkt, ohne Riickgriff aufs Gesetz der grofien Zahl
beweisen; dieses Gesetz wird umgekehrt mitbewiesen.

Wir fithren folgende Bezeichnung ein fiir die sogenannten Bernsteinschen
Grundpolynome:

Bk,n(t) = (1)

(Mt —t)n* 0<k<n,
0

mit 0 <t < 1.

Zunichst die ersten By, als Plots.
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Die wichtigsten Eigenschaften der Grundpolynome:

a) Positivitit
Bin(t) 20 (0<t<1) (2)

b) Zerlegung der Eins
Y Balt)=1 (0<t<1,n>0) (3)

¢) Das Maximum in [0,1] nimmt By, (¢) an der Stelle ¢ = k/n an und
wiichst (f&llt) streng monoton links (rechts) davon; hier n > 1, 0 < k < n;
es gilt Byi1,o(B2)/Byn(£) = (1+ 1) —4 )l <] e k<t

d) Rekursionsformeln

Bimsr(t) = (1 = ) Ben(t) + tBy_10(t) (0<t<1, 0<k <n)

n - n 4

By = P VU0 gty = O, )
e) Symmetrie

Bk,n(t) = Bn—k,n(l - t) (0 <t< 1) (5)

f) Produkt-Identitét

Bk n St ZB]CZ zn <(1) ZBkz zn ) (0 S 57t S 1) (6)

g) Erste Ableitung

Bllc,n(t) =n (Bk'—l,n—l(t) — Bkz,n—l(t)) (0 S t S ].7 0 S k‘ S n)

_ k—nt _ n(k—nt) (7)
) By a(t) = mBk,n—l(t) (te(0,1), 0<k<n)

h) Zweite Ableitung

By, = n(n—1) (Bysn () =2Bx 1,4 2(t)+ Ben s(t) (t€[0,1], 0<k<n)

k(k—1)—2k(n—1)t+n(n—1)t>
= 21— 1) Bya(t) (t€(0,1), 0<k<n)

(8)
Beweise:
a) ist trivial, b) folgt unmittelbar aus Yo By () = (t + (1 —t))"
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Zuc): By, ,(t) = (3) (k(1 —t) = (n— k)t)t*=2(1 — t)»~*~* fiir 1 < k < n. Und
k(1 —t) — (n— k)t = k — nt ist positiv fiir t < k/n, negativ fiir ¢ > k/n. Die
zweite Aussage folgt durch einfaches Umformen; (1 + 7—11)” wichst streng mit n.

Zu d): Braa(t) = (7))L = )" = (wegen (") = (%) + (7))
(Z) (1 _t)(l _t)"_ktk"_ (kil) (1 _t)"_(k_l)t tk_l = (1 _t)Bk,n(t) +tBk'—1.n(t) im
Falle k > 1. Falls k& = 0, féllt der zweite Summand weg, und die Formel bleibt
wegen (1) trotzdem richtig. Mit (”Zl) = ":‘_ﬁ k (2) folgt unmittelbar die zweite

Rekursionsformel, ebenfalls fiir 0 < ¢ < 1,0 < k < n. Da (Zj:) = Z—E(Z)

ergibt sich die dritte Formel, wieder fir 0 <¢ <1, 0<k <n.

Zu ¢): Dies ist klar wegen () = ("
sonst richtig.

Zu f): Es gilt (:) (n:k) = k!(:ik)! 7:1((:;:1!1')! = i l1)v k'((: 1l)lk)v - (n) (n;7) ().

L) fiir 0 < k < n und ist wegen (1) auch

n

E

Bun(st) = ( )(1 — stk (st)k = (Z)(l (1 — s))n sk

= an(lft Bkn 2 ZBkn i n zn(f)

.
=0

I
gt

\

ol

.

Zu g): Die erste der Identitéten ist mehr oder weniger trivial und gilt auch fiir
k =0, n =0 wegen der Festlegung (1). Die Identitdt By, (t) = t’fl "tt Byn(t)
(0 <t<1,0<k<n) ergibt sich unmittelbar aus der Rechnung bei c). Die

dritte Darstellung folgt mit ( ) P (";1)

Zu h): Die erste Darstellung folgt durch nochmalige Ableitung und Anwen-
dung der ersten Formel aus g). Grenzfille sind dabei wieder durch (1) einbe-
zogen. Die zweite Darstellung ergibt sich durch Ableitung und Anwendung
der zweiten Formel aus g). .

Die Produkt-Identitéit f) ist ein Matrizenprodukt: Mit My (x) := (B; (%)) o<i<n
0<k<n
gilt M, (s) My, (t) = M, (st). Gem# (1) geht es dabei um obere Dreiecksmatrizen.
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2 Approximation durch Bernstein-Polynome

Wir diskutieren nun detailliert die Approximation stetiger Funktionen durch
Bernstein-Polynome — ein faszinierendes Thema.

a) Ist f auf [0,1] stetig, strebt B, f(x) = Zzzof(%)Bkm,(I) gleichmifig
gegen f(z); d.h.:
Zu jedem 6 > 0 gibt’s ein ng mit | f(z) — B, f(z)| < 8 (x € [0,1]) fiir n > no.

Dazu betrachten wir mit M := maxo<,<1 | f(2)]

S (@) £(5)) Bnt)

k=0

|f(z) = Buf(z)| =

< ¥ ‘f(x)—f(g)]BM(x)wM 3 Buala)

|z—k/n|<e |z—k/n|>e

Die Summe derjenigen Binomialgewichte, fiir die der Abtastpunkt k/n um
mindestens € von x entfernt ist, wird mit wachsendem n immer kleiner:

> Buale Z i Bt ()

|z—k/n|>e
1
=3 Z (n2z2 — 2nzk + kz) Bjn (1)
L
1’2 2na?

n 1 n
=5 o ZBk P nz—EZ)Z(k(kfl)Jrk)Bk)n(r)
k=1

-2z x z(l—z) 1
= L I =) Bypa(a) = <
g2 + ne? + ne? ;( ) Bi-tn1(2) ne2 T 4ne?

Dabei wurde mehrfach (3) und (4), insbesondere kB ,,(z) = naBj_1,-1(z)
und (k — 1)Bi_1,-1(z) = (n — 1)2By_9,_o(x) benutzt.

Ist nun € so klein, dass \f 11) flz2)| < & fiir zy, 25 € [0,1] und |z — 25| <,
ferner n so groB, dass ;24 < & folgt |f(z) — Bof(z)] <6 (0<2<1). =

Den Bezug zum Gesetz der groﬁen Zahl, der dieser Polynom-Approximation
zugrunde liegt, hat knapp und prignant S. N. Bernstein in seiner sehr kurzen
Originalarbeit von 1912 formuliert (in franzésischer Sprache abgefasst). Um-
gekehrt folgt aus der hier dargestellten Abschétzung auch leicht die Tschebys-
cheffsche Ungleichung und damit Jakob Bernoullis Gesetz der groffen Zahl;
denn bei n unabhingigen Wiederholungen eines Zufallsexperiments ist die
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Wabhrscheinlichkeit, dass die relative Haufigkeit eines Ereignisses £ um min-
destens € von seiner Eintretenswahrscheinlichkeit P(E) = p abweicht, gerade

Sip-tmize Bua®) < %P
b) Ist f auf [0,1] (streng) monoton wachsend, so auch B, f.

Denn mit £(0) < f(;;) < f(2) < - < f(1), () = 5 (;2) wnd (3) = (")

folgt (man beachte, dass n > 1)
-3 ((’,j)x’“(l—xw)/
:&ﬂ%)(ﬁj) - —nif (L)
AR e

Im Falle strenger Monotonie von f folgt B!, f(x) > 0. "
c) Ist f auf [0, 1] (strikt) konvez, so auch B, f. (Exkurs Konvexitit am Schluss.)

Ist f konvex, sind alle Funktionen f,(z) := w monoton wachsend,
im Falle strikter Konvexitét streng wachsend. Mit f(z) ist offenbar auch jede
Funktion f,(z) := 5 f(*52x) (strikt) konvex. Die Rechnung bei b) zeigte,

n—1-
N
dass Bl f = By,_1, mit p,(x) := W, so dass B/, nach b) bei
(strikt) konvexem f (streng) wichst. "

d) Ist f stetig differenzierbar, strebt Bl f gleichmdfig gegen f'.
GemiB Mittelwertsatz gibt es Zahlen &, € [ 2] (0 < k < n), so dass

n’ n

BLf(x) = Y00 F(&en) (") 2" (1 — 2)" 1% nach b), also fiir n > 1

|B,f (@) = Buor f'(a i Ll)‘ (“;1)%1@(17%)%1%

k=

Da f' gleichmifig stetig ist, gilt | f/(&.n) — f’(il)| < ¢ (0 <k <n) fiir alle
hinreichend grofien n und damit |B), f(z) — B,_1f'(x)| < €. Da B,_1 f' nach
a) gleichméBig gegen f’ strebt, folgt dasselbe fiir B, f. "
e) Ist [ zweimal stetig differenzierbar, strebt Bl f gleichmapig gegen f".

Mit der Differenzen-Notation A, f(x) := f(z+h)—f(x) gilt nach b) B, f(z) =
"E;L;é Ay f(k/n) (”;1).7:’“(1 — )" 17%. Durch nochmalige Ableitung und
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vollig analoge Umformungsschritte wie bei b) ergibt sich
2 .
By f(z) =n(n—1) ZAI/TL (k/n) ( i )xm _ gy

mit A2 f(x) = ApAyf(z) = f(xz+2h) — 2f (x + h) + f(2).

Da mit dem Mittelwertsatz
Aujuln () = T8 (6) = & (7 (6 +1/m) = J'(€) = 5" (6 + &)

mit & € (z,2 + 1/n), & € (0,1/n), folgt

Bif(x) = (1 - %) ”2_2 F"(Enr) (n ; 2) 2P (1 — )2k
k=0

mit &, € (k/n, (k+2)/n). Analog zu d) ergibt sich die Behauptung. .
f) Die Variation von B, f im Intervall [0, 1] ist nicht grifier als die von f.

Mit Zjay = {(z0,71,...,2,) |n €ENja =20 <2y < --- < 7, = b} ist die
Variation oder Schwankung einer Funktion im Intervall [a, b] definiert durch

Vargas £ 3= sup{ 37 @) = F@e)] | oo, o) € Zas} - 9)
k=1

Ist g auf [a, b] differenzierbar und ¢’ integrierbar, folgt mit dem Mittelwert-
satz, dass jede Schwankungssumme Y |g(2) —g(zx—1)| eine Riemann-Summe
zum Integral f: |g'] ist, also zwischen Ober- und Untersumme zur gegebenen
Zerlegung des Intervalls [a, b] liegt; daher gilt

b
Vara) g :/ lg'(z)|da

Der Beweis von b) zeigt folglich

) =G () [ -

n—1

VaI[Ol nf<nz
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Partielle Integration ergibt fir 0 <k <n —1

(’ﬂ—l)/ _ rledI
\/’

k1 n—1-k(m-1\ ('
¢ 1— n—l—k—ld
) [
=0

n—1 ' k+1 n—l—k—1
(k+l>/0 "1 —x) dz

Also sind die Integrale fol Biy—1(z)dz (0 < k < n—1) alle gleich und damit
nach (3) alle gleich 1/n. Insbesondere folgt

(k+1) ‘(k>‘§\/ar[0,1]f

x
k+1

(1—2?)" 1- k

Val"[(] 1]

und damit die Behauptung. u

Die weitere bemerkenswerte Eigenschaft der Bernstein-Gewichte, die hier eine
Rolle spielte, sei noch explizit als Formel hervorgehoben:

/1 Ben(z)dz — (" /lfk(l o= (0<k<n) (10)
o o C\k) o T n41 T

g) Ist f konvex, folgt B, f(x) > Bny1f(z) (0 <a < 1) fir allen € N.
an(7) - Bn+1f('7") =

-y f(%) (Z)x’“(l o) (x4 (1 - 2))

k=0

~

() (M) o - g
k=1

( .

. f(%) (Z)xk+l(l _ gyl 4 éd%) (:) (1 — )ik
(
k

n

(]

E
I

o
M=
~

k n+1 el
n+1)< ) )xk(liﬁ)#—lk

= f( ;1>ni+l + f(%) n;i_;l - f(nil)}(nzl)xk(l—x)"JrLk

k‘

=1

=
Il
-
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n\ _ _k (n+l ny _ n—k+l(n ko k=l | n-k+l k _ _k
wegen () = 7z (") und () = =252 (7). Da 75 PR B E s
sind alle {- - - }-Faktoren der Summe > 0 wegen Konvexitét von f. ]
Der Beweis zeigt, dass sogar B, f(z) > Bpy1f(z) (0 < z < 1), wenn f in
irgendeinem der Teilintervalle [£2, £] nicht linear ist.

Als Beispiel fiir die Approximation durch Bernstein-Polynome wéhlen wir
eine ,Runge-Funktion® (nach Carl Runge, beriihmt unter anderem fiir das
Runge/Kutta-Verfahren zur numerischen Losung von Differentialgleichungen
und den Approximationssatz von Runge in der komplexen Funktionentheo-
rie)
1
@) = =y

Solche Funktionen, obwohl prinzipiell einfach gebaut, sind bertichtigt dafiir,
sehr schlecht durch klassische Interpolationspolynome angenédhert zu werden.

Die Funktion und ihre Bernstein-Polynome fiir n = 10, n = 50, n = 250:
1

09 | Bso
0.8 |
0.7
0.6
05 |
04 -
03

02

0.1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Die Bernstein-Polynome néhern sich nur langsam an die Funktion an, haben
aber von Anfang an die richtige Gestalt, da sie ja neben den Funktionswer-
ten auch die Steigung und die Kriimmung gleichméfig approximieren. Ganz
anders verhélt sich das Interpolationspolynom, das an den Abtast-Stellen
k/n (0 < k < n) mit der Funktion iibereinstimmt. Es reicht, den Fall n = 10
zu betrachten:
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\ ) _\J
(o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Der Zwang, an vorgegebenen dquidistanten Stellen exakt mit der Funktion
iibereinzustimmen, ldsst das Polynom im Randbereich erheblich ,ausschla-
gen“. Interpolationspolynome zu dquidistanten Stiitzstellen reagieren stark
auf kleine Verédnderungen der Stiitzwerte, sind bei nur méfig groffem n schon
sehr schlecht konditioniert. — Nach einem beriihmten Satz von L. Fejér sieht
es anders aus, wenn man die auf [0, 1] umskalierten Tschebyscheff-Nullstellen als
Stiitzstellen wéhlt und zusétzlich an diesen Stellen die Ableitung 0 vorschreibt
(Hermite-Interpolation). Die Fejérschen , Treppenparabeln® (so nannte er diese
speziellen Interpolationspolynome) konvergieren gleichméBig gegen eine stetige
Funktion. Im Gegensatz zu den Bernstein-Polynomen konvergieren aber dabei die
Ableitungen nicht gegen die der Grenzfunktion.

Wie langsam die Bernstein-Polynome — bei aller geometrischen Qualitéit der
Approximation — selbst sehr gutartige Funktionen annéhern, zeigt das Bei-
spiel f(z) := 2(1 — z); denn es ergibt sich (kleine Nebenrechnung)

Bof(z) = (1 - %)1‘(1 —2) (n>2).

Ubrigens B,f = f (n>1)fir fePrund f € Py = B,f € P (n > k),
wie leicht aus (19) weiter unten gefolgert werden kann. Wir zeigen noch
(E. W. Woronowskaja, 1932):

h) Ist f beschrinkt auf[0, 1], differenzierbar in einer Umgebung von x € (0, 1)
und existiert f"(z), so folgt

(1 —x)

). (1)

lim n(an(x) — f(1)> =

n—00
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Man kann sogar zeigen (siehe Lorentz [4], S. 102ff., Beweis lang und schwierig):

Mz(1—z)
2n

F(2) — Buf(@)] < & fdifferenzierbar, |f/(x) — f/(y)| < Mlz |

Insbesondere: max,e(,1) nlf (¢) — By f (2)|/(x(1 — 2)) = 0(n — 00) < f linear.

Beweis von (11):
Nach Voraussetzung gilt fiir das Taylor-Polynom Ty f zweiten Grades zu f
an der Stelle z, dass f(t) — Tof(t) = o((t — 2)*) (t — x). D.h.

10 = @)+ @ -+ (2 s)e -2

mit einer beschrinkten Funktion §(¢) mit 6(¢t) — 0= d(z) (¢t — x). Also:

n

k
Buf (@) = () = Y_(£(5) = (@) Beala)
k=0
S (@ — )+ (P9 5N ) B
=P (F@ G =)+ (57 +00)) G~ 9)) Brata)
_ 27(;) (k=na)*Byn(x 225 ) (k—na)? By (x)
k=0
Dabei wurde benutzt, dass lineare Funktionen f(z) = ax + b mit ihrem

Bernstein-Polynom iibereinstimmen. Nun nutzen wir die im Beweis von a)
hergeleitete Identitiat bzw. Abschéitzung

> (k=na)Byn(z) =nz(l—z), > Bkyn(x)gm‘ (12)

ne?
k=0 |z—k/n|>e

Wir fiigen eine analoge, aber in gewissem Sinne schdrfere Abschitzung hinzu.
Zu dem Zweck betrachten wir die Summenausdriicke

Sin(x) = Z(k:—nm)inm(w), also Son(x) =1, S1,(x)=0, Sopn(z)=nz(l-=x)
k=0

Die Herleitung der Identitét Sy ,(z) = na(l — x) benutzte die Rekursion

kB n(x) = nxBj_1,-1(x). Wir leiten nun eine allgemeine Rekursionsbezie-

hung fiir die S; »(x) her mittels By, (z) = kone p .(z) (siehe (7)). Demnach

z(1—x)
ergibt sich S;, (z) = —in Si_1a(z) + S,H »(z) und damit

z(lfm)

Sivin(@) =2l —2) 5] ,(x) + inz(l — 2) Si_1a(2) (13)
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Also S5, (z) =2(1—2) n(1-22) 4+ 2nx(1—2x) -0 und nach kurzer Nebenrechnung

Sin(z) =D (k= na)' Bua(w) = na(l — 2) + 3n(n — 2)2*(1 — 2)*  (14)
k=0
und daher fiir € € (0, 1)

n

> (k= na)*Bia(z) < MBk,n(yc) = S“';l(” (15)

2,2 ’
nee n
|z—k/n|>e k=0

Folglich (beachte (12), (14), (15) und 1+ (3—8)z(1-2) < 1)

_2‘5 k))+su1305t§1 |5(t))

oG ne?
und damit (11). "

n

(@) < x(l—x)( sup

|z—k/n|<e

Erganzende Anmerkungen: (i) Per Induktion folgt, dass die S;,(x) abwech-
selnd Polynome der Gestalt P(z(1 — x)) bzw. Q(z(1 — 2))(1 — 22) sind, da
(z(1—2))" =122 und (1 - 22)? = 1 — 42(1 — x). Ebenso sicht man, dass
nli/2l die maximale in S;n vorkommende n-Potenz ist. Damit

Y. Biala) < Sunl@) G (16)

n21€21 nZEQz
[z—k/n|>e

(ii) Alternativer Rechenweg zur Herleitung von (14):

Ss.n(z) = fnxz —n2)?Bin(2) + i(k —1—(n—1x+ (1 —2)*kBgn(r)

k=1

= —nxzSo () + na Z( (k=1)—(n—1az ) Bi—1p-1(x) +

n

2na(1-2) S (k1) = (1= 1)2) By 1(2) + n(1-2)* 3" B 101(2)

k=1 k=1
:_,)752n( )+7L’ISQ,L 1( )+27L£( —’I)Sln 1( )+7Lﬂ( )SOn 1( )
= —n?2*(1-2) + n(n—1)2*(1—2) + 0 + nz(1—2)* = nz(1 — z)(1 — 27)
Analog

n

Sym(z) = Z(k —nz)(k —nz)*Byn(z) = —nzSsn(x) + Y (k — nz)*kBy . (z)
= —den( )+ n2S3,1(2) + 3nz(l — 2)Sa, 1 (2) + nz(l —x)3
=nz(l —z) +3n(n —2) <x(1 - :1:))
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Es ist klar, dass man auch so rekursiv alle S; ,,(z) bestimmen kann.

Beide Rechenwege nutzen im Umgang mit Bernstein-Gewichten niitzliche
Beziehungen.

(iii) Nun ein dritter Umformungsweg, umsténdlich, aber doch interessant.

ik(/{_n(—szﬂ qwz —1)(k = 2)Bi_y 1 (2)

— (0 — 1022 S (k= 2) By o a(2) = nln — 1)(n —2)2° 3" Be_sn (),
k=2 k=3

also allgemein

> k(k—1)-(k—i)Bin(z) =n(n—1)--(n— i)z’ (n>i+1) (17)

i—1 J
¢ H ) mit qg=c¢1=1 =
Rekursion: =0 o 1l ;
FH =k +Y (cia+(+1)e) [0 +H k—1)
j=1 =0 1=0
B =k+k(k-1), =k+3k(k-1)+k(k-1)(k-2),
Insbesondere:

E'=k+ Th(k—1) + 6k(k—1)(k—2) + k(k—1)(k—2)(k—3) .

Daraus ergibt sich auch Z(k — nz)*By.n(z). Nebenbei: Z(1+1>Bkn( 0) =
k=0

k=0
(iil)xH—l‘
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3 Bernstein-Basis und Monom-Basis.

Die Ableitungsberechnungen im Abschnitt 2 ergeben per Induktion offen-
sichtlich die allgemeine Formel

n—k

B @) = nn=1) -+ o=+ )M )( k)(l_) 18)

Insbesondere folgt %By(tk)f(o) = (1A% £(0) (0 < k < n) und damit (Taylor!)

n

Buf(e) = 3 (}) 840 (19)

k=0

Die Koeffizienten dieser Monomdarstellung B, f(z) = co + 17 + cpz® + -+ - +
cpx™ zeigen: f € Pp, = Bnf € Py (n > m); denn Ap 2™ € P,y (n € N).

Und wegen n*A% £(0) — f*)(0) folgt hieraus mit einfachen Abschitzungen,
dass die Bornsté’in—POIynomo zu ganzen Funktionen f in beschrankten C-
Teilmengen gleichmifig gegen f(z) konvergieren. (Siche auch W. Feller, An
Introduction to Probability Theory and Its Applications, Vol. II, 21971, p. 222fF.
hinsichtlich weiterer bemerkenswerter Folgerungen aus (19).)

Zum anderen kénnen wir die Formeln allgemeiner formulieren, ohne Bezug
zur Darstellung einer Funktion, indem wir von einer beliebigen Wertefolge
bo, b1, ..., b, ausgehen und die Differenzen Aby, = by — b (0 <k <n—1)
und A™b, (0 < m < n — k) betrachten:

Zkakn Zbk() 1-a2)" ’“:XZ:G:)A’“Z)OJC’“ (20)

So wird eine beliebige Linearkombination der Bernstein-Gewichte als Linear-
kombination der Monome dargestellt.

Wir iiberlegen nun, wie man umgekehrt eine vollig beliebige Linearkombina-
tion ¢y + 1 + - - - + ¢, 2™ der Monome als Linearkombination der Bernstein-
Gewichte ausdriicken kann.

Aus der Rekursionsformel kB ,(z) = naBy_1,-1(x) ergibt sich dies unmit-
telbar per Induktion. Denn es folgt k(k—1) By () = n(n—1)2?Bj_s_,—2(),
k(k—1)(k—2)Byn(z) = n(n—1)(n—2)23By_3 n—3(z), usw. Indem man die-
se Indentitédten von k = 1 bis n, von £k = 2 bis n, von k = 3 bis n, usw.
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aufsummiert, erhilt man

1= Z Bk,n(l’),
k=0

T = EB;M(I)
k=1
" k(k—1)
2 _
" ; n(n—1) en(®);

" k(k—1)--- (k— (n— 1))
n(n—=1)--(n—(n-1))

Kompakter ldsst sich dies schreiben als

k=n

=Y %Bkm(x) (0<i<n), (21)
k=i \i

(22)

Insbesondere ist gezeigt:

Die Bernstein-Gewichte By (), By (2), . .., Bon(x) sind eine Basis des Vek-
torraumes P,, der Polynome vom Grade < n.

Es ist leicht, das einzelne Bernstein-Gewicht explizit als Linearkombination
der Monome darzustellen, also die Umkehrung von (21) anzugeben:

Bin(a) = (r;)x(l )= (:’)Tkz; (";i)(fl)’“xk
-()x ()

o =3 (1) ()t 0sism @)

k=i

also
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wegen (1) (7)) = (}) (]:) Damit ergibt sich

i

s
I
(=}
-
I
(=]
Eod
i

(207)

Vergleich mit (20) zeigt:
(&
AFpy = Z (Z> (—1)Fp,
i=0
Diese explizite Darstellung der Differenzen A¥ kann man auch durch eine einfache
algebraische ,,Operator“-Uberlegung begriinden: Mit T ay, := aj11, I aj, := ay, folgt
Aay, = apy1 — a, = (T — I)ag, und damit wegen TI = IT

AMay = (T — 1)"ay = é (")rnma - ‘; (") oo

Die Beziehung zwischen den Koeffizienten der Monom- und der Bernstein-
Darstellung ein und desselben Polynoms

p(x) = boBon(x) + i Bin(x) + -+ + b, Byp(x) = co+ 1z + - - 4+ cpa”
ldsst sich auch iibersichtlich in Matrixform ausdriicken.
Nach (20) bzw. (20’) gilt (platzsparende Notation: (—)" statt (—1)" usw.)
0
A A R N (!
(51/(:12) 7(0) (1) - : by
A e I B N B B Kl I CD
: : : : 0
@0\ @) @2 o 0

=:A

S

Ebenso ergibt (22)

bo @ 0 o0 CU/ES;
by G G e
=l @ || (25)

’ : : : 0 -
WA @ @) /)
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Die beiden Matrizen A und B sind also zueinander invers, A~' = B. Neben-

bei sei bemerkt, dass man mit der Vandermonde-Identitat fiir Binomialkoef-

- . . ) T _ i+k

fizienten zeigen kann: BB" = (( A ) o<i<n (
0<k<n

Beispiel einer positiv definiten Matrix).

,,Pascal-Matrix“, interessantes

Fazit: Einem beliebigen Polynom p(z) = ¢y 4+ c1z + -+ + ¢,2™ entspricht
umkehrbar eindeutig eine ,Bernstein-Darstellung® p(z) = > "p_, bk Bin(z),

und es gilt
by, = ﬁ;cz(f)/(?)
(5 ()

Die Formeln lassen sich ohne jede Anderung auf den mehrdimensionalen
Fall iibertragen, den der sogenannten Bézier-Kurven: Sind by, by, ..., b, die
Kontrollpunkte, die Eckpunkte des Kontrollpolygons einer Bézier-Kurve, kann
man mittels der zweiten Formel (26) die entsprechenden — wenn man so
will — Kontrollpunkte ¢, bzgl. der Monom-Basis berechnen, die aber keine
vergleichbare geometrische Bedeutung haben.

(26)
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4 Exkurs: Konvexitat

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit konvexr (anschaulich: ,iiberall durch-
héngend*“), wenn

FAzi+(1=X)) (_<) A (@) +1=XN)f(22)(0< A< 1, a <2 <z < D) (27)

und strikt konvex, wenn bei (*) stets ,, <“ gilt.

Eine Funktion ist (strikt) konvex genau dann, wenn die Differenzenquotien-
ten % (a < @1 < 3 < b) sowohl bzgl. z; als auch bzgl. x5 (streng)
monoton wachsen. Monotonie bzgl. z; (oder bzgl. x5 ) allein ist gleichbedeu-

tend mit Monotonie bzgl. beiden.
Dies ist leicht zu beweisen, wenn man die folgenden beiden Fakten beachtet:

XTo — X T — T
T = T+ 2o (a < <z <m3<D),
To — X1 To — X1
a a+b a b a+b b
< &S —-<- & < = Jbye,deR, ¢,d >0
cSexd T qa Texasq @he ¢ )

(28)

Eine auf [a, b] konvexe Funktion ist iiberall stetig, besitzt sogar rechtsseitige
und linksseitige Ableitungen — mit eventueller Ausnahme der Randpunkte
a,b.

Denn: Sei x € (a,b) und ¢(€) := (f(z +¢) — f(x))/e (¢ # 0). Da ¢ monoton
wiichst, existieren f’ (x) := lim. ~ ¢(e) < limao @(e) =: fi(x). .

Ist f differenzierbar und f’ streng monoton wachsend, so ist f strikt konvex.
Denn fiir 1 < xo < x3 gilt gemif Mittelwertsatz

J(x2) — f(21) - f(w3) — f(z2)

Ty — X1 T3 — T2

so dass nach (28) die strenge Monotonie der Differenzenquotienten folgt.

Nun zu Mengen. Eine Menge heifit konvex genau dann, wenn sie mit je zwei
Punkten auch deren Verbindungsstrecke umfasst; d.h.

M CR" konvex & (a,be M= {da+(1-A)b|[0< A< 1} C M) (29)

Ist M eine konvexe Menge, gilt x1,...,x, € M, A,...; A, > 0 sowie
A4+ A, =1, s0 folgt Mx; + -+ + A\px, € M.

Dies ergibt sich leicht per Induktion aus (29). Hier nur der Fall n = 3:
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Seien \; > 0 (i = 1,2,3), gelte A\; + Ay + A3 = 1, ferner x; € M (i = 1,2, 3).
Dann folgt )\1X1 + /\2X2 -+ )\3X3 = (A] + Az)(ﬁX] -+ ﬁX‘Z) + /\3X3 (S M
durch zweimalige Anwendung von (29). "
Man nennt jede Linearkombination A;x;+---4+ A%, mit Ay +---+ X, =1
und \; > 0 (1 <4 < n) eine Konvez-Kombination der Punkte x1, ..., X,.

Trivial: Der Durchschnitt zweier (oder beliebig vieler) konvexer Mengen ist
ebenfalls konvex. (Man beachte: Gemaf (29) ist () konvex.) Dadurch lasst
sich die konveze Hiille Co(M) einer Menge M C R", die kleinste konveze
Obermenge der Menge, ganz einfach definieren als Durchschnitt aller konve-
xen Obermengen von M.

Es gilt Co({xl,xQ,.H,xn}) ={xi+- -+ NX | M+ A =1L\ €
[0,1](1 <4 < n)} und allgemeiner Co(M) = {37 Ax; | m € N, x; €

Denn erstens muss jede Konvex-Kombination von Punkten aus M in der
konvexen Hiille vorkommen. Zweitens ist die rechts stehende Menge aller
Konvex-Kombinationen konvex; denn die Konvex-Kombination zweier Kon-
vex-Kombinationen von Punkten ist wieder eine:  A(Aix;+ -+ +AnXyp) +
(1 - /\) (ATXI +e +/\:n" X:n* ) = Z;’LJ{TTLLiyiv Hi= AN (Z < m)7 etc.

Exemplarisch seien abschliefend zwei grundlegende Aussagen iiber konvexe
Funktionen bzw. Mengen vorgestellt.
Jensensche Ungleichung: Ist f : [a,b] — R strikt konvex, gilt

f()\lfl'l + )\QZL'Q —+ 4 )\n/I’n) < )\1f(’1}1) + )\zf(’Lz) + 4 )\nf(’l/'n)

fiir M, Ag, .. N >0, Do N =1 und nicht samtlich dibereinstimmende x; €
[a,b].

Beweis:
Man kann dies ganz leicht per Induktion iiber n beweisen. Stattdessen hier
eine mehr geometrische Begriindung.

Mit der Formulierung des Satzes entsprechenden \; und z; folgt xg := Az +
s Ay, € (a,b), und T(z) := f(x0) + m(x — @) mit f(z) < m <
fi(xo) ist eine Stiitzgerade zu f (eventuell — im Fall f/ (zo) = f{(20) —
sogar eine Tangente), die strikt unterhalb von f verlauft, mit Ausnahme des
Beriihrpunktes zo; d.h. T'(z;) < f(z;) fiir z; # xo.

Also folgt f(z0) = T'(z0) = i AT (x;) < i Xif(z;). .
=1 =1

Viele klassische Ungleichungen sind nichts als Spezialfiille der Jensenschen:

@©Edgar M. E. Wermuth, TH Niirnberg, IX-X11/2020,IX /2021 20

a) Die Exponentialfunktion f(x) = e® ist strikt konvex, da f"(z) = f(z) >0
fiir alle . Sind also z1,....x, > 0, nicht alle gleich, ferner A;,..., A\, > 0,
A4+ Ay =1, so folgt geméafl Jensen

fOqInzy + -+ NyInz,) < A f(lnzy) + -+ Ao f(lnay,)

und damit

FARE St < Ny A A, (30)
die verallgemeinerte Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem
Mittel; \; = n~' (1 <i < n) ist der klassische Fall.
b) Die Funktion f(z) = 2 (z > 0) mit p > 1 ist strikt konvex, da f'(z) =
pzP~! offenbar streng wichst. Mit x;,...,2, > 0, nicht alle gleich, und
Mooy An >0, 30N =1 gilt also

(Mz1+ 4 Ay)P < Ml 4+ -+ N2k, ()
Setzenwir%-ﬁ-% = 1,s0dass p¢g = p+¢q, g = 1%7]): q%l,p—’—q’ =
q— g = (p—1)(¢—1) = 1, ergibt sich mit positiven a; und b; sowie x; = e

A=

q
b’l
b +-+b7,

(arby 4+ anb)? < (B + -+ 6)" (@ + -+ ab) (31)

wegen b7 P4V = 19: da (p — 1)/p = 1/q, ist dies die strikte Holdersche Un-
gleichung aiby + -+ + azb, < (af + -+ + aﬁ)l/p(b‘f +-t bZL)l/q fiir nicht
proportionale positive Vektoren (af,...,a2) und (b4,...,09) (¢—1=q/p).

» '

aikw}/ﬁ
llaklp

1/p
a; > 0 und ||ag||, == <ZZ1 afkwi> mit w; > 0 in (%), ergibt sich

Setzen wir stattdessen x = (1 <k <n), wobei ay = (agg, ..., Gmk),

(/\1 a1 bt Ain )sz. -\ (l,fl’u}; e, afnu};
[l llanl» [l [l llan >

P
1 P m: m _@i1 P _Qin__ | a4y
Summation i =1,...,m: Y, ()\1 Toil + -+ /\"Hanllp> w; < 1.

Setzt man nun noch A, = [|ax|l,/ 2°7_; [|ajll,, erhdlt man
lar + -+ anll, < llawlly + - + [lanlp, (32)

die verallgemeinerte Minkowskische Ungleichung.
(Diese Anwendung ist um einiges raffinierter als die Jensensche Ungleichung selbst.
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Die von F. Riesz stammende Riickfithrung der Minkowskischen auf die Héldersche
Ungleichung ist weit eleganter und kiirzer; die Schliissel-Umformung dabei ist
(a,; + bi)pwi = aiwil/p(ai + bi)pil’wil/q + bzwzl/p(al + bi)pilwil/q, e )

Satz von C. Carathéodory: Sei M C R™ und xy € M. Dann besteht die
konveze Hiille Co(M) aus der Gesamtheit aller Konvez-Kombinationen von
o9 mit beliebigen weiteren hochstens n Punkten aus M:

CO(M) = {)\0X0+Xn: )‘ixi

i=1 =0

Beweis:
Es ist nur zu zeigen: Jede Konvex-Kombination von mindestens n+2 Punkten
aus M kann durch eine Konvex-Kombination aus weniger Punkten ersetzt
werden.

Sei eine Konvex-Kombination x = Agxg + A\1X3 + -+ - + A\pp1X,p1 Mit x; €
M (1<i<n+l) gegeben. Da die Punkte x; —x¢ (1 < i < n+1) insgesamt line-
ar abhiingig sind, gibt es eine nichttriviale (nicht alle ; = 0) verschwindende
Linearkombination Zf:ll wi(x; — xp) = 0, so dass also

HoXo + f1X1 + -+ phpp1 X1 =0

mit prg ;= —fiy — -+ — finy1, Sorco pt; =0, nicht alle p; = 0.

O.B.d.A. gelte A1, Ag, ..., Apy1 > 0 (anderenfalls bleibt ja nichts zu zeigen).
Dann gilt fiir kleine [¢| auch noch A; +tp; >0(1 <i<n+1).

Gilt pg > 0, ist mindestens ein anderes p; negativ. Wir withlen das kleinste
t > 0, fiir das mindestens ein Ausdruck A; +¢u; mit @ > 1 verschwindet. Dann

1st
n+1

x = (Ao + tpo)xo + 3 (Ni + tp)x;
i=1
eine Konvex-Kombination der behaupteten Art, da ja mindestens ein Sum-
mand wegfillt. Im Falle 9 < 0 macht man es analog, aber mit negativem .
Im Fall pg = 0 schlieflich muss ja trotzdem ein anderes p; von 0 verschieden
sein, und man kann wieder ein passendes ¢ wéhlen. N

Zum Schluss ein paar anschauliche Grafiken zu konvexen Funktionen und
Mengen:

x; € M(1<i<n), Aizo(ogz‘gn),ZAizl}
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endliche Punktmenge M M und Co(M)

Konvexe Hiillen endlicher Punktmengen der Ebene: konveze Polygone; des Raumes: kon-

vexe Polytope. (Klassiker: B. Griinbaum, Conver Polytopes, 2nd ed., Springer 2003)
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ne Leserinnen und Leser voraus, behandelt neuere Anwendungen , héherer®
Konvexitatsbegriffe in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen und
der komplexen Analysis; aber die ersten gut 100 (von insgesamt ca. 400)
Seiten stellen auf brillante Weise alle wesentlichen klassischen Resultate dar
und sind leichter zu verdauen als der Rest. Hormander (1931-2012), Triger
der Fields-Medaille (1962), des Wolf-Preises (1988) und des Steele-Preises
(2006), war einer der bedeutendsten Mathematiker des 20. Jahrhunderts.

[6] Frederick A. Valentine: Konveze Mengen, Bibliogr. Institut 1968

[7] A. Wayne Roberts, Dale E. Varberg: Convez Functions, Academic Press
1973
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