KAPITEL 3

Der algebraische Abschluss eines Korpers

Das folgende Ergebnis kennen wir bereits:

SATzZ. Ist K ein Korper und f € K[x] ein Polynom vom Grad > 1, so gibt es eine endliche Korperer-
weiterung LK, sodass f eine Nullstelle in L besitzt, d.h. es gibt ein o« € L mit f(a) = 0. Man kann
L = K(«) wdhlen.

Beweis: Wenn wir die Behauptung fiir einen irreduziblen Teiler von f beweisen, dann folgt das Ergebnis
natiirlich fiir allgemeines f. Daher kénnen wir o.E. annehmen, dass f irreduzibel ist. Wihlen wir nun
L = K[x]/(f), ist a das Bild von x in L, so gilt f(«) = 0. Dies beweist die Behauptung. m

SATzZ. Ist K ein Korper und f € K[x] ein Polynom vom Grad > 1, so gibt es eine endliche Korperer-
weiterung Z|K, sodass f tiber Z in Linearfaktoren zerfillt, d.h. es gibt ¢ € K und oy, ...,a, € L mit

fl@)=clx—a1)...(x — ay,)
und
Z=K(ai,...,ap)
gilt. Z heifit Zerfallungskdrper von f iber K.
Beweis: Nach dem letzten Satz finden wir einen Oberkérper Ly von K und ein oy € L mit f(«p) = 0. Dann
kénnen wir in Ly [z] zerlegen f(x) = (x — o) f1(x) mit f1 € Ly[z]. Ist f1 nicht konstant, finden wir einen

Oberkérper Ly von Ly und ein ag € Lo mit f1(ag) = 0. Uber Ly kénnen wir zerlegen fi(z) = (z—an) fa(z)
mit fo € Lao[z]. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir einen Oberkérper L,, und eine Zerlegung

fl@)=clz—ar1)(x—az)...(x — a,) mit a1,...,a, € L.
Natiirlich gilt die Zerlegung auch schon in
Z =K(ay,...,an) C Ly.
Es folgt die Behauptung. B

K(al,.‘..,an) - L‘n f@)y=(@@—-a1)...(z —ay)
I |
\ \
K(a1,a2) - Lo f(x) = (z — a1)(z — a2) fa ()
K(a1) c Ly f(z) = (v —a1) fi(z)
K = K f(x)

Beispiele:
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(1) Uber K = Q betrachten das Polynom f = (22 —2)(22+1). Die Nullstellen in C sind offensichtlich
++v/2 und +i = ++/—1. Wir erhalten die Zerlegung

f=(r—V2)(x+V2)(x —i)(z+1).
Zerfallungskorper ist offensichtlich
Z =Q(V2,i).
(2) Wir betrachten f = 2% — 4 € Q[z]. In C finden wir die Zerlegung
fo= 2t 4= (=) +2) = (0P - VD)@ - VD) =
= (z—V2)(z+V2)(z —iV2)(z +iV2).
Also ist
Q(V2,9)

ein Zerfallungskorper von z* — 4.

FOLGERUNG. Sei K ein Korper und fi,..., fn € K[z] Polynome vom Grad > 1. Dann gibt es eine
endliche Kérpererweiterung L|K, sodass alle Polynome f; in Lz] in Linearfaktoren zerfallen.

Beweis: Man wende den vorangegangenen Satz auf das Produktpolynom f(x) = fi(z)f2(z)... fu(z) €
Klz] an. Der Zerfallungskorper von f kann als Kérper L gewihlt werden. B

Gibt es auch eine Korpererweiterung von K, in der alle nichtkonstanten Polynome in Linearfaktoren
zerfallen? Ein solches Phdnomen kennen wir vom Korper der komplexen Zahlen C.

DEFINITION. FEin Kérper K heif$t algebraisch abgeschlossen, wenn eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfillt ist:
(1) Jedes Polynom f € K[x] vom Grad > 1 hat eine Nullstelle in K.
(2) Jedes Polynom f € Kl[z] vom Grad > 1 zerfillt in Linearfaktoren, d.h. es gibt ¢ € K* und
a1y ..o € K mit
f=clz—a1)...(x — ap).
(3) K besitzt keine echten algebraischen Erweiterungen, d.h. ist L|K eine algebraische Korperer-
weiterung, so gilt schon L = K.

Beweis der Aquivalenz der Bedingungen in der Definition:

e (1)==(2) Hat f eine Nullstelle @y € K, so erhalten wir durch Polynomdivision ein Polynom
fo € K[z] mit f(z) = (z — @) - fo(x). Jetzt wenden wir das gleiche Verfahren auf fo an. Nach
endlich vielen Schritten erhalten wir eine Darstellung

flz)=(r—a)(z—az)...(x —ap) - cmit c € K*.

e (2)=(1) Dies ist klar.

e (2)==(3) Sei L|K eine algebraische Korpererweiterung. Sei & € L. Das Minimalpolynom m,, 1, €
K|[z] zerfillt in Linearfaktoren und hat « als Nullstelle, woraus sofort a € K folgt. Damit ergibt
sich L = K.

e (3)==(1) K besitze keine echten algebraischen Erweiterungen. Sei f € K|[z] ein Polynom vom
Grad > 1. Da wir eine Nullstelle von f suchen, kénnen wir o.E. annehmen, dass f irreduzibel
ist. Dann definiert K[z]|/(f) eine algebraische Korpererweiterung von K vom Grad grad(f). Es
folgt nach Voraussetzung grad(f) = 1, d.h. f = ¢(z — @) mit ¢, € K. Dann ist « € K eine
Nullstelle von f. ®

SaTz (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Anmerkung zu verschiedenen Beweisen:

e Man kann den Satz mit funktionentheoretischen Methoden beweisen. Im Funktionentheorie-
Buch von Freitag/ Busanﬂ sind mehrere Beweise zu finden.

1E. Freitag, R. Busam. Funktionentheorie 1. Vierte Auflage. Springer, 2006.
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e Im ,Buch der Beweise“ﬂ findet sich in Kapitel 21 ein Beweis, der nach Aussagen der Autoren
nur einige elementare Eigenschaften von Polynomen und komplexen Zahlen verwendet.

e Wenn wir in der Vorlesung Galoistheorie behandeln, konnen wir den Satz auch mit algebraischen
Methoden beweisen.

Der folgende Satz zeigt eine Moglichkeit, an einen algebraisch abgeschlossenen Korper zu kommen, wenn
man bereits einen algebraisch abgeschlossenen Kérper kennt.

SATZ. Sei K ein Korper und L ein algebraisch abgeschlossener Oberkorper von K, d.h. K C L. Sei
K = {a € L: « algebraisch iiber K}.

Dann ist K ein Korper, algebraisch abgeschlossen und algebraisch iiber K. (Der Korper K ist ein alge-
braischer Abschluss von K, wie nachfolgend definiert wird.)

Beweis:

e Wir haben bereits frither gezeigt, dass K ein Korper ist.

e Nach Konstruktion ist K algebraisch iiber K.

e Warum ist K algebraisch abgeschlossen? Sei f € K[z] ein Polynom vom Grad > 1. Wir miissen
zeigen, dass f eine Nullstelle in K hat. Wegen f € L[] gibt es ein o € L mit f(a) = 0. Dann ist
« algebraisch iiber K. Da K algebraisch iiber K ist, ist auch « algebraisch iiber K, also a € K.

L

K(a)

=

Dies wollten wir zeigen. B

DEFINITION. Fin Kirper K heifit ein algebraischer Abschluss eines Korpers K, wenn K ein alge-
braischer Oberkidrper von K ist und algebraisch abgeschlossen ist.

Beispiele:
(1) Da C algebraisch abgeschlossen ist, ist
Q = {a € C : a algebraisch iiber Q}

ein algebraischer Abschluss von Q. (C\ Q ist die Menge der (iiber Q) transzendenten Zahlen.)
(2) Da C algebraisch abgeschlossen ist und C = R(i) algebraisch iiber R ist, ist C ein algebraischer
Abschluss von R.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass Q und Q abzihlbar sind. Da R und damit auch C iiberabzihlbar
sind, folgt -
Q#C.

Leider ist nicht jeder Kérper in natiirlicher Weise in einem algebraisch abgeschlossenen Korper enthalten.
Wir skizzieren jetzt einen Weg, wie man zu einem Korper einen algebraisch abgeschlossener Oberkorper
konstruieren kann.

2M. Aigner, G. M. Ziegler. Das BUCH der Beweise. 5. Auflage. Springer, 2018.
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LEMMA. Sei K ein Korper. Dann gibt es einen Oberkdrper L von K, sodass jedes Polynom f € K|x]
vom Grad > 1 eine Nullstelle in L hat.

Beweis:

(1) Wir betrachten folgende Menge von Polynomen
M ={f € K[x] : grad(f) > 1}.

Jedem Polynom f € M ordnen wir eine Unbestimmte z; zu und bilden den Polynomring (in
unendlich vielen Unbestimmten)

R:K[{aﬁf 1 fe M}]
(2) Wir betrachten das von den Polynomen f(zs) erzeugte Ideal in R:

a=({f(xs): f€eM})CR.
(a) Wir zeigen, dass a # R gilt. Angenommen, es wiire a = R, dann wiire 1 € a, d.h. es giibe

endlich viele Polynome fi,..., f, € M und Polynome g1, ..., g, € R mit
guf(@p) +. gnf(xg,) =1

Da die Polynome g; natiirlich nur endlich viele Unbestimmte x ; enthalten, kénnen wir nach
eventueller Vergréferung von n annehmen, dass g¢1,...,g, Polynome in zy ,...,x, sind.
Wir schreiben z1 = zy,, ..., £, = z5,. Dann wird obige Gleichung zu

n

i=1
(b) Nach einem vorangegangenen Satz gibt es eine Korpererweiterung Z, sodass aq,...,q, € L
existieren mit
filar) == fulayn) =0.
Setzen wir jetzt x1 = aq,...,2, = ay, in die Gleichung

Zgi@lv v @) filzg) =1
i=1

ein, so erhalten wir einen Widerspruch.
Damit haben wir

aC R
gezeigt.
(3) Nach der allgemeinen Theorie kommutativer Ringe gibt es ein maximales Ideal m mit

aCmC R.

Dann ist L = R/m ein Korper. Die natiirliche Abbildung K — R — R/m ist injektiv, sodass
wir K als Unterkorper von L auffassen kénnen.

(4) Sei & das Bild von zy in R/m. Aus f(zy) € a C m folgt f(zy) = 0 mod m. Damit folgt
f(&f) = 0. Im Korper L hat also jedes Polynom f € K[z] vom Grad > 1 eine Nullstelle. Dies
wollten wir zeigen. ®

LEMMA. Sei K ein Korper. Dann gibt es einen algebraisch abgeschlossenen Oberkérper L von K.

Beweis:
(1) Wir starten mit Ly = K und konstruieren mit Hilfe des vorangegangenen Lemmas Koérper L;
mit
LoCLi CLyCLyCLsC...
Ist L; bereits konstruiert, so finden wir mit dem vorangegangenen Lemma einen Oberkorper
L;11, sodass jedes Polynom f € L;[z] vom Grad > 1 eine Nullstelle in L;;; hat.
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(2) Sei

L= G L;.
1=0

L ist in natiirlicher Weise ein Korper: Seien «, 5 € L.
e Es gibt einen Index ¢ mit «, 8 € L;. Dann sind in L; die Elemente o + 8 und o definiert,
ebenso é im Fall o # 0.
e Sind a, 8 € L; fiir einen anderen Index j, so ist auch in L; o 4 8 und af definiert, was
aber wegen L; C L; oder L; C L; zum selben Ergebnis fiihrt.

(3) Wir wollen zeigen, dass L algebraisch abgeschlossen ist. Sei in f € L[z] ein Polynom vom Grad
> 1. Da f nur endliche viele Koeffizienten hat, gibt es einen Index ¢ mit f € L;[x]. Dann gibt es
aber ein « € L;11 C L mit f(«) = 0. Also hat f eine Nullstelle in L. Es folgt die Behauptung.
|

FOLGERUNG. Jeder Korper K besitzt einen algebraischen Abschluss K, d.h. einen Oberkérper, der alge-
braisch abgeschlossen ist und algebraisch tiber K ist.

SATz. Sei K ein Kérper und K ein algebraischer Abschluss von K. Ist L|K eine algebraische Korperer-
weiterung, so gibt es einen zu L isomorphen Zwischenkorper L der Korpererweiterung K| K :

L~L und KngF.

Wir konnen uns L also als Unterkérper von K vorstellen.

Beweis: Im néchsten Kapitel. B

Bemerkung: Sei K ein endlicher Korper. Dann ist der natiirliche Ringhomomorphismus Z — K natiirlich
nicht injektiv. Der Kern ist ein Primideal (p) mit einer Primzahl p. Dadurch erhilt man eine injektive
Abbildung F,, = Z/(p) — K, wir konnen also [, als Teilmenge von K auffassen:

F,={0,1,2,...,p—1} C K.
K hat dann Charakteristik p.

SATZ. Sei K ein endlicher Kérper von Charakteristik p.
(1) Ist [K : Fp) =d, so gilt |[K| = p?.
(2) Ist F, ein algebraischer Abschluss von F,, der K enthilt, so gilt

K={a€cF,:a" =a}.

Beweis:

(1) Da K endlich ist, ist K eine endliche Erweiterung von F,. Ist [K : F,] = d die Dimension von
K als F,-Vektorraum, ist wy,...,wq € K eine F,-Basis von K, so gilt

K ={ajw1 + -+ aqwq : a1,...,aq € Fp}.

Daraus sieht man sofort |K| = p?.
2) Wir haben nun F, C K CF,. Ist a € K \ {0}, so ist a/X|=! = 1, also a?"~! = 1 und damit
( p p ’ )

o = a.
Die Gleichung gilt auch fiir a = 0. Damit folgt
Kg{aeﬁp:a”d:a}.
Da die Gleichung 2?" = 2 héchstens p? Losungen hat, gilt

[{a €T, : o = al| <p?,
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woraus dann natiirlich die Gleichung
K:{aeﬁp:apd:a}
folgt. m

Bemerkung: Teil (2) des vorangegangenen Satzes zeigt, dass es in F, hochstens einen Korper mit p?
Elementen gibt. Dass tatséchlich ein Korper existiert, werden wir spéter zeigen.
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