KAPITEL 1

Parameterabhingige Integrale

Sei [a, b] C R ein kompaktes Intervall, I C R ein Intervall und f : [a,b] x I — R eine Funktion, sodass fiir
jedes x € I die Funktion

t— f(t,x)

integrierbar ist. Dann definiert F' : I — R mit
b
Pla) = / F(t,2)dt
eine Funktion. Das Integal f; f(t,x)dt hingt vom Parameter = ab.

Beispiele:

(1) Wir betrachten F': R — R mit

2
F(x):/ e dt.
1

Dieses Integral kénnen wir ausrechnen (indem wir = als Konstante betrachten): Im Fall x # 0

gilt
9 [e* .
= (=) =e¢t*,
ot \ x
sodass e% eine Stammfunktion fiir das Integral ist und wir erhalten
2 ta 2 2z _ x
F(z) = / e dt = {e] =% " firw # 0.
1 X =1 X
Fiir £ =0 ist

(2) Die Integralfunktion G: R — R

2 et®
1

kann nicht wie das Integral zuvor explizit ausgerechnet werden. (Es gibt eine Darstellung mittels
der sogenannten Exponentialintegralfunktion Ei.)
(3) Fiir n € Z lasst sich die sogenannte Bessel-Funktion der Ordnung n durch

In(z) = %/0 cos(nt — xsint)dt
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2 1. PARAMETERABHANGIGE INTEGRALE

definieren. (Sage: bessel_J(n,x))

0.5 +

(Jo(x): rot, Jy(z): magenta, Jo(x): blue J3(x): griin.

SATZ. Sei[a,b] C R ein kompaktes Intervall, I CR ein Intervall, f : [a,b] x I — R eine stetige Funktion
und

F:I—RmitF(z /ft:z:

die zugehorige Integralfunktion. Dann gilt:
(1) Die Funktion F ist stetig auf I, d.h. es gilt fir zo € T

b b
ILm f(t,x)dtz/ hm ft,x)dt = / ft,xo)d
z—=xo J, 0 T
(2) Ist f stetig partiell differenzierbar nach der 2. Variablen, so ist F stetig differenzierbar auf I
und es gilt

bof

Fia) = [ e

z)dt

a

oder ausgeschrieben

g [t b9
%/ ft.ayie = | = [ g, ayn

Beweis:

(1) Wir wollen zeigen, dass F' in einem beliebigen Punkt xg € I stetig ist. Da Stetigkeit eine lokale
Eigenschaft ist, kénnen wir annehmen, dass I ein kompaktes Intervall ist, das zo als inneren
Punkt enthélt. Die stetige Funktion f ist dann auf der kompakten Menge [a,b] x I gleichméBig
stetig. Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein § > 0 mit der Eigenschaft, dass insbesondere gilt

|f(t,x) — f(t,20)| < € fir alle (¢,2), (¢,20) € [a,b] x I mit ||(t,z) — (t,z0)|| = |z — z0| < 6.
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Es folgt fiir x € I mit | — xo| < 6

b
|F(z) - F(zo)| = < / F(t,3) — f(t,mo)ldt <

b
/ (F(t2) — f(t70))dt

b
< / edt = (b— a)e.

Daraus folgt die Stetigkeit von F' in xg.
(2) Ein Beweis findet sich in Forster/Analysis 2/§10. m

Beispiele:
(1) Wir betrachten F': R — R mit

2
F(x) = / e dt
1
und erhalten mit der Formel des letzten Satzes
2
Fl(z) = / te'*dt.
1

Fiir x # 0 vereinfachen wir das Integral mittels partieller Integration unter Verwendung von
o) (eﬁ) — elz.
— :

Bt
2 etm
Fl(z) = /et“‘-tdt:[-t]
1 T =

Fir z =0 ist

(Natiirlich erhélt man das gleiche Ergebnis, wenn man die zuvor angegebene explizite Darstel-

lung von F(z) differenziert.)
(2) Fiir G: R — R mit

2 tx
Glz) = / it
1

erhalten wir

2 tx 2 2% _ g% .
-t f 0
G/(.”L'):/ & . dt:/ etafdt:F(m): { x ur.%‘?é ’
1 1

1 fir x = 0.

(3) Nun betrachten wir die Besselfunktionen J, (x):

Jn(z) = 711_/; cos(z sin(t) — nt)dt,
J(@) = % /0 " (— sin(asin(t) — nt)) sin(t)dt =
L[ : .
= —;/0 sin(t) - sin(x sin(t) — nt)dt,
Jl'(z) = —%/0 sin(t) - cos(x sin(t) — nt) - sin(t)dt =

8-

/OTr cos(z sin(t) — nt) - (—(sin(t)?)dt.
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Wir formen J),(z) nochmals mittels partieller Integration um:

J(z) = 1 /Oﬁ(— sin(t)) - sin(z sin(t) — nt)dt =

™

= % [cos(t) - sin(x sin(t) — nt)]fzo — % /O7r cos(t) - cos(x sin(t) — nt) - (zcos(t) —n)dt =

- ! 7rcos:z?sin —nt) - (—x(cos(t))2 4 n cos
- w/o (zsin(t) —nt) - (—x(cos(t))” + (t))dt

Damit erhalten wir:
22 I (x) + xJ! (x) + (22 —n?)J,(z) =
1

- I /0 cos(z sin(t) — nt) - ( - QTI‘Z(Sin(t))2 — $2(COS(t))2 + zncos(t) + - nQ)dt —

1 us
= = / cos(xsin(t) — nt) - n - (x cos(t) —n)dt =
™ Jo
nrooooo T M _
= = {sm(x sin(t) — nt)] —o = (sin(z sin(m) — nw) — sin(x sin(0)) = 0.
Zusammengefasst:

22 I (x) + xJ! (z) + (22 — n?)J,(z) = 0.

(Jn(x) 16st die sogenannte Besselsche Differentialgleichung z2y” + xy’ + (22 — n?)y = 0.)
(4) Das Integral

/ t2 cos(t)dt
0

soll berechnet werden. (Natiirlich ist auch partielle Integration méglich.) Wir betrachten dazu
die Integralfunktion

F(z) = /a cos(tx)dt.
Es gilt
Flz) = /0 (Ctsin(ta)dt wnd  F(z) = /O " (2 cos(ta))dt,
also
F"(1) = —/ t2 cos(t)dt.
0

Andererseits ist fir x # 0
o (1 .
g (m sm(tx)) = cos(tx),

sin(ax) .

also

1 a
F(z) = [ sin(t:zc)} =
z t=0
Nun differenzieren wir diese Darstellung von F(z):

xT

acos(ax) sin(ax) wd  F(z) = 7a2 sin(az)  2acos(az) n QSin(ax)'
x? x x2 x3

Fl(x) =
Es folgt
/ t2 cos(t)dt = —F" (1) = a®sin(a) + 2a cos(a) — 2sin(a).
0

Bemerkung: Der letzte Satz lisst sich leicht verallgemeinern: Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall,
D C R"™ offen und f = f(¢t,x1,...,25) : [a,b] Xx D — R stetig und nach zi,...,z, stetig partiell
differenzierbar, so gilt
0
8.731'

b b
0
/af(t,xl,...7:rn)dt:/a Ti(t@l,...,xn)dt.
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Wir betrachten jetzt eine andere Art von Integralfunktionen: Ist I C R ein Intervall, f : I — R eine
stetige Funktion und z¢ € I, so definiert F': I — R mit

Pla) = / " fyat

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung eine stetig differenzierbare Funktion
mit Ableitung

Dies wird wie folgt verallgemeinert:

SATZ. Seien Iy, I C R Intervalle, sei f : Iy x I — R stetig und stetig partiell differenzierbar nach der
2. Variablen, seien o, : I — R stetig differenzierbare Funktionen mit o(I) C Iy und (1) C Iy stetig
differenzierbare Funktionen. Dann ist die Integralfunktion F : I — R mit

P(z)
F(x) :/( ) ft,z)dt
p(z

differenzierbar mit Ableitung

P(x)
P - [ O (4, )it + F(0(@).2) - ' () — flo(@).2) - ().
p(a) OF

Beweis: Wir definieren G : I x Iy x Iy — R durch
Glap2) = [ St
Yy

G ist stetig und partiell differenzierbar:
oG =of

oG 0 v
T (- [ staan) =10
oG
Nun ist F(z) = G(z, ¢(z), ¥ (z)), sodass mit der Kettenregel folgt
oG oG oG

F'(x)

B (& P(@), 9 () + Fy(% (@), (@) - (@) + Z= (2, (@), (@) - ' (@) =

() of / /
- ~/ga(£v) %(t,x)dt — flo(@), 2)¢ (z) + f(¥(x), 2) ()

Die Formel des Satzes wird manchmal auch als Leibnizregel fiir Parameterintegrale bezeichnet.

Beispiele:
(1) Wir betrachten

F(x) = /: cos(tx)dt.

Dann gilt

Fl(x) = /il(—sin(taj)) -tdt 4 cos(z? - ) - 2z —cos((x +1)-2)-1=....
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(2) Zu einer gegebenen Funktion f(z) und einer Zahl k # 0 betrachten wir die Integralfunktion

/f ) sin(k(z — t))dt.

Es gilt:

Fl(x) = 1 /1’ f(t)cos(k(x —1t)) - kdt + %f(x) sin(k(x —z))-1=

/f cos(k(z — t))dt,

F// (:L_)

/0 f@)(—sin(k(z —t))) - kdt+ f(x)cos(k(z —x)) -1 =

—k/o f(@®)sin(k(z —t))dt + f(x).

Daher folgt

F'(z) + k*F(z) = f(2).
(i(a;) ist )also eine Losung der sogenannten Schwingungsgleichung y” + k?y = f(z) mit y(0) =
y'(0) = 0.

Bemerkung: Die vorangegangenen Eigenschaften von Parameterintegralen iibertragen sich nicht ohne
Weiteres auf uneigentliche Integrale, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.

Beispiele Wir wollen das Parameterintegral

Fo= | T

untersuchen. Fiir z # 0 erhalten wir mit der Substitution v = tx, dt = %du

Substitution
u =t
R dt = 1du Rz g
€z U Rx
/o mdt =" /0 Tra = larctan(u)],~, = arctan(Rx),
also mit lim,_, o arctan(z) = § und lim,_, o arctan(z) = — 7

o 5 fir z > 0,

F :/ % _at={0 fire=0

s

—3 fur T < O,
wobei wir die triviale Aussage F'(0) = 0 mit eingefiigt haben. Dieses Beispiel zeigt auch, dass die Inte-

gralfunktion F'(z) nicht stetig sein muss, obwohl f(t,z) = 1 +(m;)2 stetig (und sogar beliebig oft stetig

partiell differenzierbar) ist.

Wir kommen zum Schluss dieses Abschnitts noch auf sogenannte Doppelintegrale zu sprechen, was
nachfolgend verallgemeinert werden wird.

SATZ. Seien [a,b] C R und [c,d] C R kompakte Intervalle und
fila b x[e,d - R
eine stetige Funktion. Dann sind auch die Funktionen F : [c,d] — R und G : [a,b] — R mit

:/abf(x,y)dx und G(:c)z/cdf(ar,y)dy

stetig, also integrierbar, und es gilt
d b
/ F(y)dy :/ G(z)dx
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/cd </abf(a:,y)dx> dyz/ab </Cdf(x,y)dy> de.

(Die Vertauschbarkeit der Integrale wird auch als Satz von Fubini bezeichnet.)

mit anderen Worten

Beweis: Wir definieren G : [¢,d] — R durch

G(y) = /ab (/cy f(x,z)dz) dz.
cw=[ A ([ 1w2a) = [ s
und damit

/a b ( / df(a:,y)dy> dr = G(d)=G(d) - G(c) = / "Gy = / ’ ( / b f(x,y)dx> "

was die Behauptung beweist. B

Dann gilt
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