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1 Einleitung

Ein Kreinraum (I, J) sei ein komplexer separabler Hilbertraum K mit gerader oder
unendlicher Dimension, versehen mit einer sogenannten fundamentalen Symmetrie J,
welche ein beschréankter Operator J € B(K) ist, mit folgenden Eigenschaften:

J? =1, J =]

wobei die beiden Eigenrdume von J dieselbe Dimension haben.
Die fundamentale Symmetrie J kann auch aufgefafst werden als Sesquilinearform auf
K vermoge

(@, 1) 3 KX K= (o, J1h).
wobei (-, ) das Skalarprodukt auf K bezeichne.

Einen beschriankten linearen Operator H auf K nennen wir J-selbstadjungiert, wenn
seine Adjungierte H* bzgl. der Sesquilinearform (-, J-) mit H iibereinstimmt. In diesem
Fall gilt

JH = H*J,

wobei H* wie iiblich die Adjungierte von H bzgl. des Skalarprodukts (-, -) bezeichne. Das
Spektrum o (H) eines J-selbstadjungierten Operators H ist symmetrisch bzgl. der reellen
Achse

o(H) = o(H).

Einen isolierten Eigenwert eines Operators T° mit endlicher algebraischer Vielfachheit
bezeichnen wir als normalen Eigenwert von T'. Die Menge aller normalen Eigenwerte von
T als diskretes Spektrum ogis(7"). Das Komplement oess(7) = 0(T') \ 0qis(T') sei das we-
sentliche Spektrum von T. Auch das diskrete Spektrum und das wesentliche Spektrum
eines J-selbstadjungierten Operators ist symmetrisch bzgl. der reellen Achse.

Der reelle Teil des diskreten Spektrum ogis(H) eines J-selbstadjungierten Operators H
hat eine bemerkenswerte Stabilitdtseigenschaft unter Stoérungen. Zum Beispiel kénnen
definite reelle Punkte des diskreten Spektrums von H die reelle Achse nicht verlassen
(siche Kreinsches Stabilitétskriterium im dritten Kapitel). Grundlegend fiir das Studium
dieser Stabilitdtseigenschaft ist die Betrachtung der Trégheit v(\) (siehe Kapitel I11.2)
der normalen Eigenwerte A € ogis(H). Diese ist wiederum mittels der Tragheit v(£))
(siehe Kapitel 11.2) des Hauptraumes £, von H zum Eigenwert A gegeben.

Im vierten Kapitel, dem Haupteil der Arbeit, betrachten wir J-selbstadjungierte Ope-
ratoren auf I, deren relles Spektrum diskret und endlich ist. Die Menge solcher Opera-
toren bezeichnen wir mit GH(K, J) und deren Elemente bezeichnen wir als essentially
R-gapped. Wir sagen ein J-selbstadjungierter Operator H ist R-Fredholm, falls H — x
ein Fredholm Operator ist fiir alle x € R. Die Menge aller R-Fredholm Operatoren be-
zeichnen wir mit FH(/C, J). Es gilt FH(K, J) = GH(K, J). Es ist GH(K, J) = FH(K, J)
offen bzgl. der Normtopologie und stabil unter kompakter Stérung.



Unser Hauptaugenmerk gilt nun der Signatur Sig : GH(K, J) — Z, wobei Sig(H) ge-
geben ist mittels der Trégheiten sémtlicher reller normaler Eigenwerte von H (siehe
Kapitel IV.6). Es bezeichne GH,,,(KC, J) die Komponente von GH(K, J), auf der Sig den
Wert m € Z annimmt. Wir zeigen, Sig ist eine Homotopieinvariante dhnlich dem Index
auf Fredholm Operatoren. Genauer formuliert GH(/C, J) zerféllt in offene, zuammenhén-
gende, Komponenten GH,,, (K, J) wo m ganz Z durchlauft. Falls dim K = oo, ist fiir alle
m € Z die Menge GH,,,(/C, J) nicht-leer.

Im fiinften Kapitel versehen wir ' mit einer Komplexkonjugation, die es uns erlaubt,
die Komplexkonjugierte T eines Operators T" auf K zu definieren. Zusitzlich versehen
wir K mit zwei Symmetrien Jp, Jg und erhalten den Raum (K, Jr, Jg). Hierbei fordern
wir, dass die beiden Symmetrien reell sind, d.h.

Jp=Jp, Jr=Jg

und es sei
JE =nrl, Jj=ngl,

mit Vorzeichen np,ng € {—1,+1}, sodass die Kommutationsbeziehung
JrJr = nprJrJF mit npp € {—1,1}

erfiillt ist. Ferner seien die Dimension der beiden Eigenrdume von Jg gleich; dasselbe
gelte fiir Jg. Den Raum (K, Jp, Jg), bezeichnen wir als Kreinraum mit reller Symmetrie.

Wir sagen ein stetiger Operator auf K ist Jp-selbstadjungiert, falls
H*Jp=JprH

und Jr-symmetrisch, falls
HJgp=—-JrH

Wir betrachten nun Jg-selbstadjungierte, Jpr-symmetrische Operatoren. Das Spektrum
eines solchen Operators H ist symmetrisch bzgl. der reellen Achse und symmetrisch bzgl.
der imagindren Achse

Die Definition von Signatur und Trégheit erfolgt analog mittels |/nrJr. Auch hier er-
halten wir einige interessante Ergebnisse wie z.B. die Kramersche Entartung, wonach die
Signatur im Fall np = —1 nur gerade Werte annimmt. Ferner gilt im Fall npnrpr = —1,
dass die Signatur nur den Wert 0 annimmt.



Die Arbeit folgt in vielen Aspekten den Arbeiten [SB| und [SV]. Diese betrachtet jedoch
J-unitare Operatoren U auf (K, J), deren wesentliche Eigenschaft gegeben ist durch die
Gleichung

U*Ju = J.

Zum Teil konnten wir Beweise direkt iibernehmen oder der neuen Situation anpassen.

Notation:

Es bezeichne Mat(n x n; C) den Vektorraum der n x n-Matrizen mit Komponenten
aus C

Es bezeichneGL(n;C) die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen mit Kompo-
nenten aus C.

Es bezeichne (-, -) das Skalarprodukt in /C und fiir ¢ € K bezeichne ¢* die Abbildung
K—C

P (0, 9).

Fiir n € Nsei £2(n) = £2({1,...,n}) der Hilbertraum iiber C der Folgen (Tk)kef1,...n}
mit Folgengliedern x; € C.

Falls n = oo sei £2(n) = ¢?(N) der Hilbertraum iiber C der quadratsummierbaren
Folgen (zj)ken mit Folgengliedern xy, € C.

Sei H ein Hilbertraum und seien S : £2(n) — H,T : £2(m) — H lineare Operatoren.
Dann bezeichne (S,7T") die Abbildung

Cn)eCm)—=H  (¢,¢) > 5S¢+ T
Sei H ein Hilbertraum und seien S : H — ¢2(n),T : H — ¢?(m) lineare Operetoren,

S
dann bezeichne die Abbildung
T

H — 2(n) ® 2 (m) ¢~ (S, Te).



2 Grundlagen

2.1 Der Kreinraum (K, J), Isotropie und Orthogonalitit von Teilrdumen
Definition 1. Sei H, versehen mit Skalarprodukt (-,-)3 ein separabler Hilbertraum und
K=H&H, J=16-1.

Ist IC versehen mit dem kanonischen Skalarprodukt (-,-) gegeben durch

(91, 02), (¥1,92)) = (d1,¥1)n + (P2, Y2)n,

dann bezeichnen wir (K, J) als Kreinraum.

Eine gleichwertige Definition ist gegeben durch

Definition 2 (alternative Definition des Kreinraums (K, J)). Sei K ein
separabler Hilbertraum und J ein beschrinkter Operator auf IC mit den FEigenschaften

o J ist selbstadjungiert, J* = J
e J2=1
o Die beiden Figenrdume E,E_ von J zum Figenwert £1 haben dieselbe Diemension,

dann bezeichnen wir (K, J) als Kreinraum.

Aus Punkt eins bis drei folgt auch, dass K (aus Definition 2) orthogonale direkte
Summe der beiden isomorphen Figenrdume &, E_ ist, wodurch die Gleichwertigkeit der
beiden Definitionen begriindet ist.

Definition 3. Sei £ C K ein Teilraum.

(i) € heifit positv bzw. negativ definit (fir J) genau dann, wenn +¢*Jp > 0 fir alle
von Null verschiedenen ¢ € E. Wir nennen & definit (fir J) genau dann, wenn es
positiv oder negativ definit ist.

(i) Wir nennen £ entartet (fir J) genau dann, wenn es ein ¢ # 0 € & gibt, sodass
o*JY =0 fiir alle € £.

(iii) Wir nennen & isotrop (fir J) genau dann, wenn ¢*Jp =0 fir alle ¢,1) € E.
(iv) Ein mazimal isotroper Teilraum wird Lagrange’sch genannt.

(v) Wir nennen & coisotrop (fir J) genau dann, wenn ¢*J = 0 fir alle ¢ € &
impliziert, dass i € £.

Definition 4. Seien £,&" C K Teilrdume.

(i) & und &' werden J-orthogonal genannt, wenn ¢*Ji =0 fir alle ¢ € € und Y € g
Wir schreiben £1E'.



(i) Zum Teilraum & sei das J-orthogonale Komplement gt gegeben durch alle ¢ € IC
mit ¢*JyY =0 fiir alle ¢ € £.

Eine direkte Summe & = @}_,&; von paarweise J-orthogonalen Teilrdumen von K
bezeichnen wir mit £ = &+ - - +&,

Lemma 1. Sei & ein Teilraum von K.
(i) €D =€
(ii) & ist genau dann isotrop, wenn € C gl
(i1i) € ist genau dann coisotrop, wenn glce
(iv) & ist genau dann Lagrange, wenn £ = gt
(v) & ist genau dann nicht-entartet, wenn £ N gl = {0}

Im Gegensatz zur Euklidischen Geometrie gilt im Allgemeinen nicht £ @ £ 1= IC, aber
es gelten die folgenden von der Euklidischen Geometrie wohlvertrauten Beziehungen.

Proposition 1. Seien £, F C K Teilrdume. Dann
(i) JE+ =&+
(i) EC Fe Flcet
(iii) €+ + FL = EnF)L wnd €+ F)t=clnFl
(iv) dim & + dim &L = dim K.

Beweis. (i) bis (iii) sind leicht zu zeigen und (iv) erhdlt man mit der bekannten Dimen-
sionsformel dim €& + dim &L = dim K und der Eigenschaft, dass J ein Isomorphismus
EL — JEL ist, woraus folgt dim 4 = dim(JEL) = dim £+, O

Definition 5 (Frame). Sei & C K Teilraum. Wir nennen eine beschrinkte lineare Ab-
bildung ® : (2({1...k}) — K mit Ran(®) = £ und ®*® = 1 ein Frame fir £. (Frame
aus dem Englischen fiir Rahmen).

Lemma 2. Sei £ C K ein Teilraum mit Frame ®. Dann gilt Ker(®*J®) = {0} < & ist
nicht-entartet.

Beweis. Da J® injektiv ist, gilt
Ker(®*J®) = {0} < Ker(®*) N Ran(J®) = {0}
und somit gilt auch
Ker(®*J®) = {0} & J(Ker(®*) N JRan(J®) = {0}

Wegen JKer(®*) = &L und JRan(J®) = £ folgt die Behauptung mit Lemma 1 (v). O



Proposition 2. Sei & C K ein abgeschlosssener nicht-entarteter Teilraum mit Frame ®
und 0 & oess(P*JP). Dann ist EL nicht-entartet und K = EFEL. Die schiefe Projektion
P mit Bild £ und Kern E* ist gegeben durch

P = ®(®*Jd) 1o (1)

Ferner ist

P*=JPJ.

Beweis. Die Tatsache, dass £ nicht-entartet ist, folgt aus Lemma 1 (i) und (ii). Da &
nicht-entartet ist, gilt nach Proposition lem [3.a, dass ®*J® injektiv ist. Nach Voraus-
setzung ist zudem 0 & egs(P*JP) woraus folgt, dass ®*JP invertierbar ist. Sei nun

P = 3(0*JO)1d* .
Wie man leicht nachrechnet, gilt P? = P. Fiir den Kern von P ergibt sich
Ker(P) = Ker(®*J) = JKer(®*) = J&+ = 1,
Ferner sind (®*J®)~! und ®*J surjektiv, woraus folgt
Ran(P) = Ran(®) = €.

Hieraus ergeben sich die restlichen Behauptungen bis auf die letzte, die man leicht nach-
rechnet. O

2.2 Tragheit und Signatur von Teilrdumen

Definition 6. Sei T ein selbstadjungierter Operator. Es bezeichne
e v (T) die Dimension der Spektralprojektion X (,o0)(T) von T bzgl. (0,00).
e v_(T) die Dimension der Spektralprojektion X (—o,0)(T) von T bzgl.(—o0,0).
e vy(T) die Dimension der Spektralprojektion x oy (T') von T bzgl. {0}.

Die Trigheit von T sei das Tripel
v(T) = (v4(T), v—(T), 0(T)).

Wir wollen zunéchst den Tragheitssatz von Sylvester in Erinnerung rufen, dieser spielt
im Folgenden eine wichtige Rolle. Wir geben eine fiir uns passende Form dieses Satzes,
Korollar 6.7.5. aus dem Lehrbuch von [GF|, wieder.

Proposition 3 (Triagheitssatz von Sylvester). Sei A € Mat(n x n;C) selbtsadjun-
giert und S € GL(n;C), so haben A und S*AS den gleichen Rang sowie die gleiche
Anzahlen positiver und negativer Eigenwerte, wobei ein Figenwert entsprechend seiner
Vielfachheit mehrfach gezdhlt wird.



Definition 7. Sei & C K ein endlich dimensionaler Teilraum mit Frame ®. Die Trigheit
v(E) von & sei gegeben durch die Tragheit des selbstadjungierten Operators ®*J®.

v(€) =v(d*JP).

Aufgrund des Tragheitssatzes von Sylvester ist die Tragheit v(E) wohldefiniert, d.h unab-
hédngig von der Wahl des Frames ®. Die Signatur Sig(€) von & sei

Sig(€) = v+ (&) — v_(€). (2)

Falls £ nicht-entartet ist, konnen wir die Trégheit v(€) auch mittels der schiefen Pro-
jektion P, definiert wie in Proposition 2, ausdriicken. Dies wird noch sehr von Vorteil
sein.

Proposition 4. Sei & C K ein endlich dimensionaler, nicht-entarteter Teilraum und P
die schiefe Projektion auf & mit Kern E+. Dann

vi(€) =vL(P*JP). (3)
Beweis. Sei ® ein Frame fir £. Nach Proposition 2 ist
P*JP = JO(0*J®) 1o*J.

Wegen J = J~! folgt
v (P*JP) = vy (®(D*JD) 1),

Es ist Ker(®(®*J®) 1d*) = Ker(®*) = £ und man sieht leicht, dass & und £+
invariant sind unter ®(®*J®)~1®*. Bezeichnet (®(®*J®)~1®*)|¢ die Restriktion von
O(D*JP)~1d* auf &, so gilt

v (®(D* D) 1*) = vy ((B(D*TD) 1% ).

Es bezeichne ®*|¢ die Restriktion von ®* auf £. Fassen wir ® auf als Abbildung auf ihr
Bild &, dann gilt ®~! = ®*|¢. Wir erhalten

va(D(@7TD)10%)g) = ve (D(*JD) 0% ) = v (07J) 1) = v (D),
woraus die Behauptung folgt. O

Proposition 5. Sei £ = &+ --- +&, direkte Summe nicht-entarteter,endlich dimensio-
naler, paarweise J-orthogonaler Teilraume von IC. Dann gilt fir die Trdgheit von £

n

(€)= v(&). (4)

k=1



Beweis. Sei F = Ey+---+&,. BEs geniigt zu zeigen, dass v(€) = v(&) + v(F). Die
Behauptung folgt dann iterativ. Es ist F nicht-entartet und €& = £ +F. Seien ® und ¥
Frames fiir & und F und © ein Frame fiir £&+F. Sei P, schiefe Projektion auf £ mit
Kern £ und Pr schiefe Projektion auf F mit Kern F* (die beiden schiefen Projektionen
existieren nach Proposition 2). Sei N : £2(dim &) ® £2(dim F) — ¢2(dim &) @ ¢ (dim F)

N =0"(2,V).
N ist invertierbar mit Inverser
Nl Q" Pg, o
U* Pr

Ferner ist ON = (®, ¥). Wir erhalten nun mit dem Trégheitssatz von Sylvester, dass
v(©*JO) =v((ON)*JON) und somit

v(i&1® F) =v((®,9) J(P,7)).
Da & und F J-orthogonal sind, ist ®*JV¥ = 0 und ¥*J® = 0 und somit

o*Jo 0
(P, 0)*J(P,V) = )
0 U Jw

woraus die Behauptung folgt. O

2.3 Lagrange'sche Teilrdume

In diesem Abschnitt analysieren wir die Grassman’sche L(KC, J) von K, die Menge (Man-
nigfaltigkeit) aller Lagrange’schen Teilriume von K. Dabei identifizieren wir Aquivalen-
klassen von Frames mit Lagrange’schen Teilrdumen. Als J-orthogonales Komplement von
sich selbst ist ein Lagrange’scher Teilraum abgeschlossen. Mit Proposition 1 (iv) sehen
wir: Falls K unendliche Dimension hat, haben auch Lagrange’sche Teilraume unendliche
Dimension. Falls K die Dimension 2n < oo hat, haben Lagrange’sche Teilrdume die Di-
mension n. Es ist daher sinvoll und vorteilhaft, Frames fiir Lagrange’sche Teilraume wie
unten folgt zu definieren. Wir erinnern zuvor noch an die spezielle Gestalt des Kreinraums

(K, J)=H®H,1®-1),
mit separablem Hilbertraum .

Definition 8. Wir nennen eine lineare Abbildung ® : H — K = H & H mit &*® =1
ein Lagrange Frame, falls Ran(®) ein Lagrange’scher Teilraum ist.

Es ist ®®* eine orthogonale Projektion in I, deren Bild gerade das Bild von & ist.
Die komplementére orthogonale Projektion J®(J®)* projiziert auf den Lagrange’schen
Teilraum mit Frame J® und es gilt

1= 00" + JO(JD) . (5)



Es bezeichne U(H) die Gruppe der unitéren Operatoren auf H. Ferner bezeichne LF
die Menge aller Lagrange Frames von K. Auf LF erkliren wir eine Aquivalenzrelation ~
vermoge ¢~V genau dann, wenn u € U(H) existiert mit ®u = V. Es gilt fir &,V € LF

Ran(®) = Ran(V) < -~ U.

Somit kénnen wir die Menge aller Lagrange’scher Teilrdume identifizieren mit der Menge
der Aquivalenklassen {[®]. : ® € LF}.

Proposition 6. Sei K = £ & F direkte Summe zweier Lagrange’scher Teilrdume des
Kreinraumes (K, J) und ®, ¥ Frames fir £,F. Dann ist (V*J®) invertierbar und die
schiefe Projektion P mit Ran(P) = & und Ker(P) = F ist gegeben durch

P =3(U*Jo) 1o (6)

Beweis. Siehe [SB|, Proposition 2. Beachte hierbei, dass die abgeschlossenen Teilrdume
E,F wegen £+ F = K und ENF = {0} ein Fredholm Paar bilden, d.h. der Teilraum
& + F ist abgeschlossen und dim(€ N F) und codim (& + F) sind beide endlich. O

Proposition 7 (Stereografische Projektion). Sei U ein festes Lagrange Frame. Fir
jedes andere Lagrange Frame @, seien zwei beschrinkte Operatoren x und y auf H gegeben
durch

¢ = Uz + JUy. (7)

Die stereografische Projektion von ® entlang ¥ sei

(@) = (z+y)(z—y) ' = (z+y)(z—y)" (8)

FEs ist mg(P) wohldefiniert und unitdr d.h. mgy(®) € U(H). Dariber hinaus gilt mg(P) =
7wy (Pu) fir allew € U(H), sodass my zu einer Abbildung auf L(IC, J) faktorisiert, die wir
ebenfalls mit my bezeichnen. Durch letztere Abbildung ist eine Bijektion my : L(KC,J) —
U(H) gegeben, mit Inverser

—1

1 1
Ty (u):\Pg(u—Fﬂ)%—J\IE(u—]l), 9)
wo die rechte Seite der Gleichung einen Reprasentanten aus IL(IC,J) angibt.

Beweis. Gleichung (7) kénnen wir schreiben als

o = (U, J)
Yy
Wie man nachrechnet ist (¥, J¥) unitér, sodass
= (U, JU)* D



ein Frame ist , d.h. ¥z 4+ y*y = 1 . Dariiber hinaus gilt

* *

X X
0=3*Jd = (T, JU)*J (T, JU) = =z'y+y'z,

sodass
(x+y)(z+y) =1.

Dies zeigt, dass mg wohldefiniert ist und unitéres Bild hat. Die Gleichung fiir die Inverse
rechnet man nach. O

1
Bemerkung 1. Wdhlt man als Referenz-Frame ¥ = % ( ) , dann gilt
1

1g(®) =ab™t, &= : (10)

Proposition 8. Seien & und F zwei Lagrange’sche Teilrdume von K mit Lagrange Fra-
mes ® und V. Dann

dim(€ N F) = dim Ker(V*J®) = codim (& + F). (11)

Beweis. Zur ersten Gleichheit: Sei p = dim(€ N F) und seien u,v : £2({1,...,p}) — H
zwei partielle Isometrien mit v = Pw. Dann ist ¥*Jdw = ¥*J Vv = 0, sodass der Kern
von U*J® mindestens Dimension p hat. Umgekehrt ergibt sich bei gegebener Isometrie
w: {1,...,q}) = H mit ¥*Jdw = 0, dass (J¥)*®w = 0 und hieraus Ran(®w) C
Ran(W). Letzteres wegen K = Ran(¥) & Ran(J¥) mit den orthogonalen Komponenten
Ran(¥) und Ran(J¥). Es ist also Ran(®w) C ENF und damit ¢ < p, d.h. der Kern von
U*J® hat hochstens Dimension p. Zur zweiten Gleichheit:

codim(€ + F) = dim((€ + F)1) = dim(E+ N F) = dim(JE N JF) = dim(J(E N F)).
O

2.4 Riesz-Projektion

Im Folgenden geben wir ein paar Ergebnisse iiber die Riesz-Projektion von beschrankten
Operatoren T' auf einem Hilbertraum wieder. Genaueres findet man etwa in [Kat| § 6.4
und § 6.5 in Kap. III.

Definition 9 (separierte Teilmenge des Spektrums, separierende Kurve). Wir
sagen, I' : [0,1] — C ist eine separierende Kurve fir A C o(T), falls gilt:

o I' ist eine rektifizierbare, geschlossenen Jordan-Kurve, die ganz in C\ o(T) liegt.

10



o Sdmtliche Punkte von A werden von I' eingeschlossen, jedoch kein weiterer Punkt
des Spektrums o(T).

o [ hat Windungszahl 1 in jedem Punkt von A, ist insbesondere also positiv orientiert.

FEine Teilmenege A C o(T') des Spektrums des abgeschlossenen Operators T nennen wir
separiert, wenn eine separierende Kurve fir A existiert.

Proposition 9. Sei T ein abgeschlossener Operator auf einem Hilbertraum H. Sei A C
o(T) eine separierte Teilmenge des Spektrums o(T) und T’ eine separierende Kurve fiir
A. Die Riesz-Projektion von T auf A ist definiert als

Pa :}édz(z -7 (12)

27

Bild und Kern von Pa bezeichnen wir mit Eo = Ran(Pa) und Fa = Ker(Pa). Statt
Ppyy, &y ete. schreiben wir Py, Ey.

(i) Pa ist unabbhingig von der Wahl von I'.

(i) Pa ist eine schiefe Projektion, d.h.Pa ist idempotent und En, Fa sind abgeschlos-
sene Teilrdume von H.

(i11) Sind A und A’ disjunkte separierte Teilmengen des Spektrums von T, dann ist
PAPA/ =0 und PAUA’ = PA“‘PA/-

(iv) Fir jede Zerlequng o(T) = UL A; in separierte Teilmengen des Spektrums von T
gilt Y0, Pa, = 1.

(v) En und Fa sind invariant unter T. Fir die Spektra der Einschrankungen von T
auf Ea bzw. Fa gilt

0(Tlea) = A, o(Tlry) = o(T) \ A

(vi) Falls dim &y < oo, dann ist €y die lineare Hiille aller Hauptvektoren von T zu .
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3 Stabilitatstheorie J-selbstadjungierter Operatoren

3.1 Spektraleigenschaften J-selbstadjungierter Operatoren

Wir wollen J-(selbst)adjungierte Operatoren definieren. Hierfiir gehen wir vor wie bei der
Definition einer Hilbertraum-Adjungierten, jedoch verwenden wir statt des gewohnlichen
Skalarprodukts die Sesquilinearform J. Weiterfithrendes in [Bog].

Definition 10. Sei H ein beschrdnkter linearer Operator auf K. Nach dem Theorem von
Frechet-Riesz existiert fiir alle y € IC ein eindeutiges z € K mit

(Jz,z) = (y, JHx) (13)
fiir alle x € K. Es sei HY : K — K definiert vermége
Hby =z
Sei H ein beschrankter linearer Operator auf K. Aus (13) ergibt sich
(Hy, Jx) = (y, JHz). (14)
fir alle z,y € K. Ersetzen wir in (14) y durch Jy, so bekommen wir

Ht = JH*J (15)

wobei H* die Hilbertraum-Adjungierte von H ist. Mit H ist auch H* invertierbar (siehe
etwa [DS] XII 1.5 Lemma 6). Wir erhalten hieraus: Mit H ist auch H" invertierbar und

(HY) ' =@HEH* (16)
Definition 11. Wir bezeichnen H als J-selbstadjungiert genau dann, wenn
H =H. (17)

Aquivalent zu (17) ist
H*J = JH. (18)

Die Menge aller J-selbstadjungierten Operatoren bezeichnen wir mit
H(K, J) (19)

Als néchstes wollen wir das Spektrum eines J-selbstadjungierten Operators H € H(KC, J)
untersuchen. Wir bezeichnen mit o,(H), 0¢(H), 0,(H), 0ess(H ), 0gis(H) das

Punkt-, kontinuierliche-, Residual-, wesentliche-, diskrete Spektrum von H (zur Definiton
des wesentlichen-, und diskreten Spektrums siehe Einleitung). Fiir die néchste Proposi-
tion siche auch [Bog].

Proposition 10. Sei H € H(K, J). Dann gilt:

12



(i) o(H) =o(H), d.h o(H) is symmetrisch bzgl. der reellen Achse
(ii) oc(H) = oc(H)
(iti) z € op(H) = Z € 0p(H) U o, (H)

(iv) z € 0,(H) = % € a,(H)
(v) op(H)Uo,(H) = 0,(H) Uo,(H)
(’UZ) Udis(H) = m

Beweis. (i) Sei z € p(H). Zunéchst ist mit H — z auch (H — z)* = H — Z invertierbar
und wir erhalten:

(H-2)"'=(H-2)")" = (H-2)")"
Die rechte Seite der zweiten Identitét ist wegen H € H(/KC, J) und nach (15) nichts anderes
als J(H — z)~1)*J und somit z € p(H). Damit haben wir gezeigt p(H) = p(H), woraus
die Behauptung folgt.
(iii) Sei z € op,(H) mit zugeh. Eigenvektor 1. Nach (i) ist Z € o(H). Wir haben zu zeigen:
Z ¢ 0.(H). Angenommen Ran(H — %) liegt dicht in K, dann existiert ¢ € K mit

<¢7 J(H - E)¢> 75 0,
denn andernfalls gilt: Ji | Ran(H — z) = K. Wegen (H —2z)* = H — 2 folgt nun
((H = 2)1, J§) # 0,

im Widerspruch zu (H — z)y = 0.
(iv) Sei z € 0,(H), dann ist Ran(H — z) nicht dicht in I, d.h. es existiert ¢ € I, ¢ # 0
so, dass fiir alle ¢ € K gilt:

somit ist wegen (H — 2)" = H — 7 :

(J(H =)0, ) = 0.

Wir erhalten J(H —%Z)y = 0 und hieraus, da J injektiv ist, Z € o, (H).

(v) folgt unmittelbar aus (iii) und (iv).

(ii) folgt aus (i) und (v).

(vi) Sei z € o4is(H). Wegen (i) ist mit z auch Z ein isolierter Punkt des Spektrums von
H. Aus dem untenstehenden Lemma 3(iii) folgt dim(&z) = dim(&,) < oo. O

Proposition 11. Sei H € H(K, J) und A eine separierte Teilmenge des Spektrums von
H. Sei Px und Px die Riesz-Projektion von H auf A bzw. A. Dann ist

PAJ = JPx (20)
und fir den Kern Fa von Pa gilt
Fx = JEx. (21)

13



Beweis. Sei I' eine Kurve, die A separiert, dann

z
—27m T

= f—55((z-JHI) ' = f—{5((z - H)!
T r

=—§&5(-H)"=Px

r

J*PAJ = J*(F (- H) 1) J = J*(lf —Z((z—H")"N)J

Wir wollen anmerken, dass aufgrund der Symmetrie des Spektrums von H mit A auch
—A separierte Teilmenge von o(H) ist. Ferner ist die Kurve —I" negativ orientiert, und
somit verschwindet das Vorzeichen auf der rechten Seite der letzten Identitdt. Der zweite
Teil der Behauptung ergibt sich aus

Fa = Ran(P}) = Ran(JPxJ) = JRan(Px) = J&x.
O

Lemma 3. Sei H € H(K, J) und A, A’ separierte Teilmengen von o(H). Seien Pa, Pas
die zugehdrigen Riesz-Projektionen mit Bild Ean bzw. Ear. Dann

(i) Falls A = A, dann ist En nicht-entartet.
(ii) Falls AN A" =0, dann sind En,Enr J-orthogonal.
(iii) dim Ex = dim Ex.

Beweis. (i) Aus Gleichung (21) folgt Fa = Ex = Ea und somit Fa = Ex. Daraus folgt
EAﬂgi =& NFa ={0}.

(i) Wiederum mit Proposition 11 erhalten wir PXJPxr = JPxPar = 0. Es gilt also
JEA C 5&, woraus die Behauptung folgt.

(iii) Sei Fa der Kern von Pa. Nach Proposition 11, Gleichung (21) gilt Fx = JEX und
somit dim&x = dim }"X = dim Ea, wobei die letzte Identitdt gilt, da ]:i,EA beides
Komplementarraume von Fa sind. O

Proposition 12. Sei H € H(K, J) und A = A1U...UA,, Vereinigung paarweise disjunk-
ter, separierter Teilmengen von o(H) mit Ay = Ag. Dann sind die En, mnicht-entartet
und es gilt

En=En+.. . FEa,. (22)

Beweis. Die Tatsache, dass die £a, nicht-entartet sind folgt aus Lemma 3(i). Nach Pro-
position 9 (iv) ist PA = Pa, +...+ Pa, und somit Eo = Ea, +...+En,,. Den Nachweis,
dass die Summe direkt ist, erhalten wir mit Proposition 9 (iii). Mit Lemma 3(ii) erhal-
ten wir, dass die Summanden paarweise J-orthogonal sind. Setze hierfir A = A und
A =o0(H)\ Ag. O

14



3.2 Tragheit normaler Eigenvektoren

In diesem Abschnitt legen wir die Grundlagen fiir die Krein’sche Stabilitétstheorie. Diese
beschéftigt sich mit der Trégheit endlicher, symmetrischer Teilmengen A des Spektrums
J-selbstadjungierte Operatoren H € H(K, J), wobei A nur aus endlich vielen (meist ein
oder zwei) normalen Eigenvektoren besteht. Wie wir im néchsten Abschnitt sehen, spielt
deren Tragheit eine wichtige Rolle.

Lemma 4. Sei A\ # X ein normaler Eigenwert des Operators H € H(K, J). Dann
l/(g)\—i-gx) = (dimSA,dimS)\,O). (23)

Beweis. Seien ®, ¥ Frames fiir &, £y und O ein Frame fiir & + €. Sei N = 0*(®, ¥).
Es ist N Bijektion und nach Lemma 3(ii) ist ®*J® = 0 und ¥*J¥ = 0. Wir erhalten

0 o JU 0 A
(BN)*JON = (¢,¥0)"J(P, V) = =
U Jjo 0 A* 0
Nach Lemma 3(i) ist £x 4 & nicht-entartet und somit hat ©*J© nach Lemma 2 trivialen
Kern. Daraus folgt, dass (ON)*JON invertierbar ist. Insbesondere sind auch die beiden
Blocke A = &*J¥ und A* = ¥*J® invertierbar. Sei

1 1 1
B=—
\/§ A—l A—l
Dann ist
0 A 1 0
* B — ,
A* 0 0 —1

woraus die Behauptung mit dem Trégheitssatz von Sylvester und Lemma 3(iii) folgt. [

Definition 12. Sei A ein normaler Eigenwert des Operators H € H(KC, J) und € das
Bild der Riesz-Projektion von H auf {\}. Wir definieren seine Trigheit v(\; H) =
(v (N, H),v—(X; H)) wie folgt:

(1) Falls X € R, dann sei
V(A H) = (v4(Ex), v—(EX))-
(ii) Falls X € R, dann sei

(dim &y,0)  falls Tm(X\) >0

V(X H) = {(O,dim&), falls Tm()\) < 0.

Falls keine Gefahr fiir Missverstindnisse besteht, schreiben wir auch v(\) statt v(\; H).
Ist v (A) = 0 oder v_(\) = 0, so bezeichnen wir X\ als negativ bzw. positiv definit,
andernfalls als indefinit.
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Bemerkung 2. I'm Fall (i) ist nach Lemma 3 (i) stets vo(Ex) = 0 . Im Fall (ii) ist nach
Lemma 4

I/(g)\ -+ EX) = (dimé')\,dimé’,\,O).

Proposition 13. Sei H € H(K,J) und A C o(H) mit A = A eine Menge normaler
Eigenwerte von H, dann

D vie(N) = ve(Ea). (24)

AEA

Beweis. Es bezeichne A’ = {\1,...,\;,} die Menge aller reellen Elemente von A und
A" ={pu1,..., up} die Menge aller nicht reller Elemente von A, deren Imaginérteil positiv
ist. Nach Lemma 3 ist

INES gAl—T_ T _T_gli)\mq'(gm + gﬁl)q‘ s —T—(gm + 5%)

direkte Summe paarweise J-orthogonaler, nicht-entarteter Sumanden. Nach Proposition
5 gilt
va(€a)= Y va(&)+ Y ve(EutEn).

AEA! HEA"

Mit Lemma 4 ergibt sich die Behauptung. O

3.3 Krein'sches Stabilitatskriterium

Es bezeichne Eig(T, \) den Eigenraum des Operators T zum Eigenwert \. Will man
testen, ob ein reeller normaler Eigenwert A von H € H(/KC, J) positiv definit ist, hat man
die Moglichkeit zu zeigen, dass fiir alle ¢ € £, \ {0} gilt

(@, J§) > 0.
Tatséchlich reicht es, die Ungleichung fiir alle ¢ € Eig(H, \) \ {0} nachzupriifen:
Proposition 14. Sei A ein reeller normaler Eigenwert von H € H(KC, J). Dann
vi(A) =0« F(p,Jo) > 0 fir alle ¢ € Eig(H, \) \ {0} (25)

Beweis. Sei ® : (2({1,...,k}) — K ein Frame fiir €. Wir zeigen zuerst ' =’ . Sei
{v1,...,vn} C £2({1,...,k}) eine Ortonormalbasis aus Eigenvektoren von ®*J® mit
Eigenwerten Ai, ..., Ap. Sei ¢ = ®(3_,_;  , prvx) € Eig(H, A). Dann

(6, J0) = (2 > v, JO Y vy = > [P

k=1,...,n Jj=1,...,n k=1,...,n

Ist v+ (\) = 0, dann sind alle A\; negativ bzw. positiv und somit ist die rechte Seite der
Identitat negativ bzw. positiv.
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"<’ Seie € {—1,1} und sei €(¢, J¢) < 0 fiir alle ¢ € Eig(H, \) \ {0}. Wir machen die
Annahme, dass Eig(H, A) # €. Dann hat (H — A1)|g, einen Orbit der Lange 2 (Gleich-
bedeutend mit der Existenz eines nichttrivialen Jordanblocks von H zum Eigenwert \).
Es existieren demnach ¢, ¢ € €, \ {0} so, dass Hp = A¢ und Hy = Ay + ¢. Nun gilt

(¢, JHY) = (9, J§) + N, J1)
und andererseits da H € H(KC, J)

(¢, JHY) = (Ho, Jip) = N, Jib).

Somit (¢, J¢) = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit gilt Eig(H, \) = &), woraus
die Behauptung folgt. d

Aus dem letzten Beweis konnen wir noch mehr ablesen:
Korollar 1. Sei A ein reeller normaler Eigenwert von H € H(IC, J).

(i) Falls H einen nicht-trivialen Jordanblock zum normalen Eigenwert A hat, dann ist
A indefinit, und es gibt einen Eigenvektor ¢ mit (¢, Jp) = 0.

(ii) Falls X definit ist, dann ist €y = Eig(H,\) und alle Jordanblécke von H zum
Eigenwert A sind diagonal.

Das néachste Resultat ist eine spezielle Version der Oberhalbstetigkeit des Spektrums
abgeschlossener Operatoren fiir separierte Teilmengen des Spektrums. Siehe etwa [Kat],
Kapitel IV, Thm 3.16. Es ist unser wichigstes Hilfsmittel. Kurz zuvor noch eine Notation.
Zu einer geschlossenen Jordan-Kurve I' bezeichne Gt das Innere von I

Proposition 15. Sei A eine separierte Teilmenge des Spektrums eines abgeschlossenen
Operators T. Sei I' eine separierende Kurve fir A. Dann existiert zu jedem € > 0 eine
Umgebung U von T !, sodass fiir alle T' € U gilt

(i) A" =o(T") N Gr wird durch T separiert,

und ferner, wobet wir die Riesz-Projektionen von T, T' beziiglich A bzw. A" mit Pa, Ph,
bezeichnen, das Bild von Pa, Py, mit € bzw. £ und das Bild von 1 — Pa, 1 — Py, mit F
bzw. F' bezeichnen,

(ii) ||Phr — Pal| <e.

(i11) € & F ist isomorph zu &' & F',E ist isomorph zu &' und F ist isomorph zu F'.
Insbesondere stimmen die jeweiligen Dimensionen tberein.

Bemerkung 3. Proposition 15 lisst sich in naheliegender Weise verallgemeinern, sodass
mehrere separierte Teilmengen des Spektrums betrachtet werden konnen.

"bzgl. der Topologie der generalized convergence, siche [Kat], Kapitel IV § 2. Deren Spurtopologie bzgl.
der Teilmenge der stetigen Operatoren ist gleich der Operatortopologie der stetigen Operatoren.
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Proposition 16. Sei A = A eine Menge normaler Eigenwerte von H € H(K,J) und
I' eine separierende Kurve fir A. Dann ezistiert eine Umgebung U C H(K, J) von H,
sodass fiir alle H € U gilt

v(€a) =v(En),

wobei Ea das Bild der Riesz-Projektion von H auf A ist, ferner A’ das Spektrum von H'
ist, das im Inneren von I' liegt und €, das Bild der Riesz-Projektion von H' auf A'.

Beweis. Wir wenden Proposition 15 an mit 7' = H. Wir kénnen eine Umgebung U C
H(KC, J) von H wéhlen, sodass (i) bis (iii) erfiillt ist. Sei H' € Y und A, P},, £}, gemif
der Definition in Proposition 15 und sei fernerJa = PXJPa,Jy, = PR, JP),. Es ist
A’ = A’ und somit ist £a nach Lemma 3 nicht-entartet. Da Eo und £a/ nicht-entartet
sind, ist v9(€a) = 0 und 1(E,,) = 0. Somit haben wir zu zeigen

ve(EA) = v (EN).
Nach Proposition 4 ist dies erfiillt, falls
va(Ja) = va(Jh).

Wir zeigen nur v4(Ja) = v4(J4/), den anderen Fall zeigt man analog. Es bezeichne
31 das positive Spektrum von Ja. Wir wenden Proposition 15 an, wobei wir diesmal
setzen T' = Ja, A = ¥4 und I eine Kurve, die X separiert ohne die imaginére Achse zu
schneiden. Nach eventueller Verkleinerung der Umgebung ¢/ im Sinne der Inklusion ist
J)\, nahe genug bei Ja, sodass (i) und (iii) erfiillt ist. Hieraus folgt die Behauptung. [J

Die néchste Proposition tragt der leicht unterschiedlichen Definition der Tréagheit eines
nicht-reellen Eigenwertes A und der Tragheit seines Hauptraums £, Rechnung.

Proposition 17. Die Trigheit v()\) eines normalen FEigenwerts X von H € H(K,J)
hdngt stetig von H ab. Genauer: Sei I' eine separierende Kurve fir A = {\}. Dann
existiert eine Umgebung U C H(KC, J) von H so, dass fiir alle H' € U gilt

o A'=0(H')NGr wird von T separiert.

o A’ besteht aus endlich vielen normalen Eigenwerten von H'.

o > pear v HY) = v(X H).

Beweis. Wir wenden Proposition 15 an mit A = {A} und 7" = H. Wir konnen eine
Umgebung U C H(KC, J) von H wihlen, sodass (i) bis (iii) erfiillt ist. Damit haben wir
den ersten Punkt der Behauptung gezeigt, der zweite folgt mit Proposition 9 (v). Die
Summenformel in Punkt drei erhdlt man wie folgt:

Erster Fall: Im(A) > 0. Wir kénnen oBdA annehmen, dass I' die reelle Achse nicht
schneidet. Es gilt nach Wahl der Umgebung U/ fiir alle H' € U

vi(MH) =diméEx =dim &L, v-(N\H)=0
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und ferner, da alle Elemente von A’ positiven Imaginarteil haben

Z vi(u; H') = Z dim €], = dim €}/, Z v_(u; H) = 0.

HEA HEA HEA

Zweiter Fall: Im(\) < 0. Diesen Fall zeigt man analog zum ersten Fall.
Dritter Fall: X ist reell. Nach Proposition 13 geniigt es zu zeigen, dass

vi(€a) =vi(En).
Die Behauptung folgt nun wie in Proposition 16. O

Proposition 18. Sei A ein reeller, einfacher Eigenwert von H € H(KC, J). Dann existiert
zu jeder Kreisscheiben-Umgebung V von X\ mit V N o(H) = {\} eine Umgebung U C
H(/C, J) von H, sodass alle H' € U in'V genau einen reellen, einfachen Figenwert haben.

Beweis. Wir wenden Proposition 17 an. Wahle I' mit Bild V. Fiir H' nahe bei H ist
v(€\) = v(NH) = (0,1) oder v(Ey,) = v(A\,H) = (1,0) und somit ist v4(Ex/) +
v_(E)/) = 1. Gébe es in V einen nicht reellen Eigenwert @ von H' oder mehr als einen
Eigenwert oder einen nicht einfachen Eigenwert so wire vy (E4,) +v—(EL,) > 2. O

Theorem 1 (Kreinsches Stabilitétskriterium). Sei A ein definiter, normaler reeller
FEigenwert von H € H(IKC, J). Dann existiert zu jeder Kreisscheiben-Umgebung V von A
mit VN o(H) = {\} eine Unmgebung U von H, sodass deren Elemente H' in V nur
reelle und definite Eigenwerte X' haben und alle Jordanblocke von H' zum Eigenwert N
diagonal sind.

Beweis. Wir wenden Proposition 17 an. Wéhle I' mit Bild Y und Umgebung U C
H(K, J) von H. Fiir H' € U gilt, falls v (\; H) = 0,

> v H') = v (AN H) =0
HEA

und falls v_(\; H) = 0 ist, gilt
> v(wH)=v (X H) =0,

HEA'

Somit ist jedes u € A’ ein reeller und definiter Eigenwert von H’, denn aus der Annahme,
dass ein p € A’ nicht reell ist, ergibt sich der Widerspruch > o/ v (p; H') > 0. Damit
ist die erste Aussage gezeigt und die zweite ergibt sich unmittelbar aus Korollar 1 (ii).[]
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4 Homotopietheorie essentially R-gapped,
J-selbstadjungierter Operatoren

4.1 J-selbstadjungierte R-Fredholm Operatoren

Zunéchst wollen wir ein paar Standard-Definitionen und Eigenschaften von Fredholm
Operatoren angeben. Siehe hierzu etwa das Lehrbuch [Con| Kapitel XI. Im Folgenden
seien H,H' stets Hilbertraume.

Definition 13. Sei T : H — H' ein beschrinkter Operator

o T heifit links semi-Fredholm, falls es einen beschrinkten Operator B und einen
kompakten Operator K gibt, sodass BT = 1 + K.

e T heifst rechts semi-Fredholm, falls es einen beschrinkten Operator B' und einen
kompakten Operator K' gibt, sodass TB' = 1 + K'.

o T heifst Fredholm, falls T' sowohl links semi-Fredholm als auch rechts semi-Fredholm
15t.

Bemerkung 4. Nach Schauders Theorem ist mit K auch K* kompakt. Hieraus folgt: T
ist links semi-Fredholm genau dann, wenn T* rechts semi-Fredholm ist.

Proposition 19. Sei T : H — H' ein beschrankter Operator. Dann sind dquivalent
(i) T ist links semi-Fredholm.
(ii) Ran(T') ist abgeschlossen und dim Ran(7T') < oo.

(111) Es gibt einen beschrinkten Operator B : H' — H und einen endlich dimensionalen
Operator F auf H, sodass BT =1+ F.

(iv) Es gibt keine orthonormale Folge {ey} in H mit lim || Te,| = 0.

(v) Ist der positive Operator (T*T)% = [0 dtE(t), dann gibt es 6 > 0 sodass E[0,6]H
endlichdimensional ist.

(vi) T ist wesentlich nach unten beschrinkt, d.h es existiert eine Konstante 6 > 0 , so-
dass der positive Operator TT* > §1 bis auf einen endlich dimensionalen Teilraum.

Definition 14. Sei T : H — H' ein Fredholm Operator. Der Index von T sei
Ind(T) = dim Ker(T") — dim Ker(7™). (26)

Definition 15. Se: T' € H(K,J) und x € R. Dann bezeichnen wir T' als x-Fredholm
genau dann, wenn T — x1 Fredholm ist, und als R-Fredholm genau dann, wenn T fir
alle x € R x-Fredholm ist. Die entsprechenden Mengen aller x-Fredholm und R-Fredholm
Operatoren bezeichnen wir mit FH(KC, J, x) bzw. FH(K, J).
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Proposition 20. Sei x € R und H € H(K, J). Dann ist H — x1 Fredholm genau dann,
wenn H — x1 links semi-Fredholm ist.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen: H — x1 ist links semi-Fredholm < (H — x1)* ist links
semi-Fredholm. Es ist J(H — z1)*J = (H — z1) und somit gilt dimKer((H — z1)*) =
dim Ker(H — 1z) und Ran((H —x1)*) ist abgeschlossen genau dann, wenn Ran(H — x1)
abgeschlossen ist. Hieraus folgt die Behauptung mit Proposition 19 (ii). O

Lemma 5. Die Menge aller links semi-Fredholm Operatoren H € H(K, J) ist offen.
Beweis. Folgt mit Proposition 15 und der Aquivalenz von (i) und (v) in Proposition 19.0]
Proposition 21. Seixz € R und sei T' € FH(K, J,x) Dann gilt

(i) FH(KC, J, ) ist stabil unter kompakter Storung, d.h. Sei H € H(K,J) und H — T
kompakt, dann ist H € FH(K, J, z).

(ii) Es ist Ind(T — x1) = 0.
(i13) FH(KC, J, z) liegt offen in H(K, J) beziglich der Normtopologie.

Beweis. (i) Folgt direkt aus der Definition von Fredholm Operatoren.

(ii) (T — 1z) = J(T — 1z)*J. Daraus folgt dim Ker(7 — 1z) = dimKer(7 — 1z)* und
hieraus die Behauptung.

(iii) Ergibt sich aus Proposition 20 und Lemma 5. O

Lemma 6. Ist T Fredholm Operator mit Ind(T) = 0, dann gilt 0 € o.(T) U o, (T).
Beweis. siehe [SB], Proposition 40. O
Proposition 22. Sei T' € FH(K, J) Dann gilt
(i) Sei H € H(K,J), sodass H — T kompakt ist, dann ist H € FH(IC, J).
(ii) Ind(T —z1) =0 fir allez € R
(i1i) FH(KC, J) liegt offen in H(IC, J) beziiglich der Normtopologie.
(v) o(T)NR C 0,(F) und jeder reelle Eigenwert hat endliche algebraische Vielfachheit.

Beweis. (1) und (ii) ist erfiillt nach Proposition 21.
(iii) Sei H € FH(K, J). Zu zeigen ist, es existiert Umgebung U von H, sodass fiir alle
H' €U gilt

H' — 21 ist Fredholm fiir alle z € R. (27)

Erster Schritt: Tatséchlich reicht es wegen Proposition 21 (iii) aus, (27) nur fur diskretes
R C R anstelle von R zu zeigen. Das kénnen wir mit der Dreiecksungleichung zeigen: Sei
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x € R und sei gemék Proposition 21 (iii) § > 0 so gewihlt, dass fiir alle H' € H(K, J)
mit ||H'|| < & gilt H' + H € FH(K, J,x), dann folgt fiir alle H” € H(K, J) mit |H"|| < 3
und & mit [§| < g
1" = &1 < [H"][ + lef < 6.

und somit H + H" — 1 € FH(K, J, x), gleichbedeutend mit H + H"” € FH(K, J, z + £).
Zweiter Schritt: Da H stetig ist, folgt, dass (H + H' — 1z) invertierbar und somit Fred-
holm ist, jedenfalls dann wenn |z| > ||H| + 1 und ||H'|| < 1. Wir diirfen also annehmen,
dass R endlich ist. Jetzt folgt (27) leicht aus Proposition 21 (iii).

(iv) Nach Lemma 6 hat F' — z1 fiir alle z € R weder Residualspektrum noch kontinu-
ierliches Spektrum. Woraus schon der erste Teil der Beh. folgt. Der zweite folgt aus der
Tatsache, dass nach Voraussetzung dim Ker(T' — z1) < oo. O

4.2 Essentially R-gapped J-selbstadjungierte Operatoren

Definition 16. H € H(K, J) heifle essentially R-gapped, wenn o(H)NR aus endlich vie-
len normalen Eigenwerten von H besteht. Die Menge aller solcher Operatoren bezeichnen
wir mit GH(IC, J).

Wir wollen zeigen, dass GH(/KC, J) stabil ist unter kompakter Stoérung. Zuvor mochten
wir jedoch ein Ergebnis zitieren, das man mit Hilfe des Analytischen Fredholmtheorems
erhalt. Néheres siche [SB|, Thm 12.

Theorem 2. Seien T und S zwei beschrinkte Operatoren auf einem separablem
Hilbertraum H, sodass T — S kompakt ist. Sei C' C C eine zusammenhdngende Kompo-
nente von C\ o(T). Dann gilt eine der beiden Alternativen

(i) In C ist ein Punkt der Resolventenmenge p(T) enthalten.
(ii) Alle Punkte von C sind Figenwerte von S.

Im Fall (i) ist das Spektrum von S in C diskret.

Proposition 23. Sei T € GH(K, J) und S € H(K,J). Falls T — S kompakt ist, dann
ist S € GH(K, J).

Beweis. T hat in einem h- Schlauch
Ry, ={z € C:|Im(2)| < h}
mit geniigend kleinem h > 0 nur diskretes Spektrum. Wir wenden Theorem 2 an mit
C=Rp\o(T).

Die zweite Alternative des Theorems kann nicht eintreten, da S beschréanktes Spektrum
hat, wihrend jedoch C unbeschréankt ist. Es bleibt die erste Alternative, d.h. S hat in C
nur diskretes Spektrum, was gleichbedeutend ist mit S € GH(KC, J). O
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Proposition 24. Es gilt GH(K, J) ist offen beziglich der Normtopologie.

Beweis. Folgt aus Proposition 15. Siehe auch untenstehende Proposition 27. O

Proposition 25. FEs gilt
FH(K, J) = GH(K, J).

Beweis. 'C’ Sei H € FH(K, J) und I das Intervall [— || H||, || H]|]]. Zu € R bezeichne
Q. die Orthogonalprojektion auf den Kern von H 4+ x1 und es sei

F,=JQ,.
Es ist F, € H(K,J), denn F}J = (JQz)*J = Q; = JF,. Es gilt
0&o(H+xl+ Fy),
denn nach Kontruktion hat H + x1 + F, trivialen Kern, und ferner ist
Ran(F;) = JKer(H + z1) = Ker((H + z1)"),

woraus wegen K = Ran(H + x1) @ Ker((H + z1)*) folgt, dass H + z1 + F,, surjektiv ist.
Da das Spektrum von H + z1 + F, in Null verschwindet, gibt es eine offene Umgebung
U(x) C R von z, sodass

o(H+ Fp) NU(x)

leer ist. Da I kompakt ist, existieren x1,...,x, € I, sodass
U= u(xl)a cee ,Z/{(.%'n)

eine Uberdeckung von I ist. Setze fiir I € {0,...,n}

l
Vi={z€C:z[ > |H|} ] Ulxs)
k=1

Mit einer Uberlegung wie in Proposition 23 zeigt man, die Menge
o (H + F, x1) NV

ist diskret (setze hierzu C =Vy und T' = H,S = H + F, ). Mit demselben Argument
zeigt man, die Menge
o(H+ Fp, + Fp) NV

ist diskret (setze hierzu C =V, und T'=H + F,,,S = H + F,, + F,, ). Wiederum mit
demselben Argument zeigt man nun, die Menge

o(H + Fy,) NV
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ist diskret (setze hierzu C = V) und T' = H+F,, + F,,, S = H+F,, ). Nach Kontruktion
von Fy, gilt sogar,
O’(H + F:B2) N Vs

ist diskret. Iterativ folgt, die Menge
o(H+ F,,)NV,
ist diskret. Im letzten Schritt folgt schliesslich, die Menge
o(H)NV,

ist diskret (setze hierzu C =V, und T' = H+F,, , S = H ). Hieraus folgt die Behauptung.
'D’ Sei H € GH(K, J) und z € R. Es ist dimKer(H + z1) endlich und somit ist wegen
JKer(H + x1) = Ker((H + x1)*) auch dimKer((H + 21)*) endlich. Bleibt zu zeigen,
dass fiir jedes x € R der Operator H + a1 abgeschlossenes Bild hat. Es sei der Operator
F, definiert wie im ersten Teil des Beweises. H + z1 + F,. ist invertierbar, und somit
Fredholm. Damit ist auch H + z1 Fredholm, da die Menge der Fredholm Operatoren
stabil ist unter kompakter Stérung, woraus die Behauptung folgt. O

4.3 Die Zusammenhangskomponenten von GH(K, J) und die
Homotopieinvarianz der Signatur

Definition 17. Sei H € GH(K, J), dann sei die Signatur von H definiert als

Sig(H) = > va(N) — () (28)

AE€oqis(H)NR
und ferner sei fir m € 7
GH,,, (K, J) ={H € GH(K, J) : Sig(H) = m}. (29)
Die néchste Proposition zeigt, falls dim X = oo, dann ist fiir alle m € Z
GH,, (K, J) # 0. (30)
Wir zeigen sogar noch etwas mehr:

Proposition 26. Sei dim(K) = oco. Zu jedem Tupel (n,m) € N x N, (n,m) # (0,
existiert H € GH(IC, J) mit o(H) C {0, £i}, mit normalem Eigenwert A = 0 und v(\)
(n,m).

0),

Beweis. K zerfallt in die orthogonale direkte Summe der beiden unendlich dimensionalen
Eigenrdume £, und £_ von J zum Eigenwert +1. Es bezeichne (b1, ba, . ..) und (c1, ca, . . .)
eine Orthonormalbasis von von £; bzw. £_. Es sei H in Dirac Notation gegeben durch

H =i [crpm)brin| + [rsn) (Chioml-
k=1
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Es ist H* = —H und o(H) = {0,%:}. Ferner ist H*J = —HJ = JH und somit
H € GH(K, J). Es bezeichne Py die Riesz-Projektion von H zu A = 0 mit Bild &. Es
ist & = Ker(H) direkte Summe der J-orthogonalen, nicht-entarteten Teilrdume &' =
span{bi,...,b,} und &” = span{ci,...,cn}

& =E'+E".
Seien ®, ¥ Frames fiir £&',£”, dann gilt
v(\) = v(&'FE") = v(&) +v(E") = v(®*TP) + v(T*TV) = v(P* D) + v(—T*T),
woraus die Behauptung folgt. O

Proposition 27. Fir alle m € Z gilt
GH,,(IC, J) ist offen.

Beweis. Sei GH,,(IC, J) nicht-leer und H € GH,, (K, J). Es ist zu zeigen, dass eine
Umgebung U von H existiert, sodass fiir alle H' € U gilt Sig(H') = Sig(H). Es sei
A ={\1,..., A\, } die Menge der reellen normalen Eigenwerte von H und Ay das Spek-
trum von H oberhalb bzw. unterhalb der reellen Achse. Wahle separierende Kurven I', '
von A und A. Wir diirfen annehmen, dass sich die drei Kurven nicht gegenseitig schnei-
den und dass A4 strikt oberhalb bzw. unterhalb der reelle Achse verlauft. Wir wenden
Proposition 15 an (Verallgemeinerte Version, wie in anschlieffender Bemerkung). Wir er-
halten eine Umgebung U von H, sodass fiir alle H' € U das reelle Spektrum von H’ in
I' enthalten ist und &£, dieselbe Dimension hat wie €a. Nach eventueller Verkleinerung
der Umgebung ¢/ im Sinne der Inklusion wie in Proposition 16, erhalten wir

vi(Ea) = v (EN).
mit Proposition 13 erhalten wir
D va(NH) =Y va(NH).
AEA AEA!

Da nach Lemma 4 komplex-konjugierte Paare von Eigenwerten nichts zur Signatur bei-
tragen, gilt

Sig(H) = >  wi(NH) = > v (NH)  Sig(H) =Y vi(MH)= > v (\H)

A€A! A€A! AEA AEA

und somit die Behauptung. O

Korollar 2. Die Signatur ist homotopieinvariant in GH(IC, J). D.h. fir jeden stetigen
Pfad [0,1] > t — Hy € GH(K, J) ist t — Sig(H¢) konstant.

Wir wollen nun noch zeigen, dass die offenen Komponenten GH,,, (K, J) von GH(X, J),
in die GH(K, J) zerféllt, zusammenhéngend sind. Dazu brauchen wir ein Hilfsmittel:
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Lemma 7 (Transformationslemma). Sei & ein nicht-entarteter Teilraum von K mit

dim & < 0o und F = L. Es bezeichne P¢ die schiefe Projektion auf € mit Kern F und
es sei Pr=1— Pg . Sei H € H(K, Jp) und &€, F invariant unter H. Sei ® ein Frame
fir £ und ¥V ein Frame fiir F. Dann ist

K=E®F.
Setze S = (®, V). Dann ist S invertierbar mit Inverser und Adjungierter
o*P, o
o ) s = . (31)
U* Pr v
Setze j = S*JS und h = STYHS, ferner j' = ®*H®, " = V*JU und h' = *HO, h" =
U*HW. Dann

>*Jd 0 i 0 *H® 0 Koo
j= = , h= = . (32)
0 UJv 0 j” 0 TUHU 0 R

Ferner gilt

(i) o(H) = o(h).

(i1) H ist J-selbsadjungiert < h ist j-selbstadjungiert < h' ist j'-selbstadjungiert und
R ist §"-selbstadjungiert.

Beweis. Nach Proposition 2 gilt K = £ & F. Es ist ferner

d* Pe O*Ped P*P:U 1 0
((1)7 \I/) - -
U* Pr U*Prd U*PrV 0 1

x
Die Gestalt von S* rechnen wir nach. Fiir € 2(dim &) @ £%(dim F) ist

x * x
(9,8 ) = (0, Pz + Vy) = (27, z) + (V' ,y) = ( P, ).
Y P Y
Da &, F beide J-orthogonal sind, ist ®*J¥ = 0 und ¥*J® = 0. Hieraus ergibt sich die
Diagonalgestalt von j.
Da nach Voraussetzung £, F invariant unter H sind, ergibt sich

) d*Pg P*PeHO® O PeHU >*HD 0
h=S1HS = H(®,0) = _
U* Pr U*PrH® U*PrHU 0 UHU

(i) Folgt direkt aus der Tatsache, dass S invertierbar ist.
(ii) Ergibt sich aus JH = H*.J < S*JSS™'HS = S*H*(S*)"1S*JS < jh = h*j. O
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Wir wollen das Transformationslemma gleich anwenden, um das reelle Spektrum von
H € GH(K, J) in die Null zu ziehen:

Proposition 28. Sei H € GH(K,J), mit o(H) "R # 0, dann ist H innerhalb von
GH(K, J) homotop zu einem Operator H' € GH(K, J) mit o(H') NR = {0}.

Beweis. Sei P die Riesz-Projektion zum reellen Spektrum von H und £ = Ran(P), F =
Ran(1 — P). Wir wenden Lemma 7 an. Fiir ¢ € [0, 1] sei

1—-t)h 0
H =S5 ( ) S—1
0 h//

Nach (iii) ist A’ j'-selbstadjungiert und somit ist auch (1 —¢)h’ j'-selbstadjungiert woraus
wiederum mit (iii) folgt, dass H; J-selbstadjungiert ist. Somit ist H; € GH(K, J) fiir alle
t € [0,1] mit Hy = H. Es ist H' = H; der gewiinschte Operator. O

Die néchsten drei Resultate sind die entscheidenden Zutaten fiir den Hauptsatz dieser
Arbeit. Zunéchst betrachten wir einen Operator H € GH(K, J) der einen indefiniten
normalen Eigenwert 0 und ansonsten kein reelles Spektrum hat. Wir kdnnen seine Entar-
tung durch sogenannte Tangentenbifurkationen soweit reduzieren, bis er definit ist. Dies
zeigt die folgende Proposition.

Proposition 29. Sei A = 0 einziger reeller Figenwert des Operators H € GH(IC, J) mit
Tragheit v(\) = (n,m). Dann ist im Fall n # m H innerhalb von GH(IC, J) homotop zu
einem Operator H' € GH(IC, J) mit einzigem reellen Eigenwert A =0 und Trigheit

V() = {(n—m,O) an'

(0,m—mn) n<m

Im Falln = m ist H innerhalb von GH(K, J) homotop zu einem Operator H' € GH(KC, J)
der kein reelles Spektrum besitzt.

Beweis. Sein # 0 und m # 0 (andernfalls ist nichts zu zeigen). Es gentigt eine Homotopie
anzugeben, die n und m jeweils um 1 verringert. Durch Iteration folgt die Behauptung. Sei
Py die Riesz-Projektion zum Eigenwert A = 0, £ = Ran(F) und F = Ran(1 — P). Wir
wenden Lemma 7 an. Wir konnen oBdA annehmen, dass j/ = ®*.J® Diagonalgestalt hat
(4’ ist selbstadjungiert und somit diagonalisierbar), etwa j' = Diag(u1, 12, - - - fbntm)-
Ferner diirfen wir oBdA annehmen, dass die ersten beiden Diagonaleintriage uy und o
unterschiedliches Vorzeichen haben, denn j' hat nach Voraussetzung indefinite Tragheit.
Fiir ¢ € [0, 1] seien h; € Mat(n x n; C) und der Operator H; gegeben durch

0 o1 B0
t 2o Vg0 mo=g| s-1,
Ml—l 0 0 A

N

hy = (—p1p2)
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Wie man nachrechnet, ist h} fiir alle ¢ € [0, 1] j'-selbstadjungiert und
o(h]) = {%it} n=m=1
{0, £it}  sonst

Mit dem Transformationslemma folgt, dass H; € GH(KC, J) fiir alle ¢ € [0, 1]. Ferner ist
Hy = H. Der gewiinschte Operator ist nun H' = Hj. O

Die néchste Homotopie zieht das Spektrum auf ein Minimalspektrum zusammen.

Proposition 30. Sei H € GH(K,J). Sei Py die Riesz-Projektion von H zum reellen
Spektrum von H und Py die Riesz-Projektion von H zum Spektrum oberhalb bzw. unter-
halb der reellen Achse. Dann ist H homotop innerhalb von GH(KC, J) zum Operator

H =i(Py— P.).
Ferner ist
(1) K = Ran(Fy) & Ran(P;) @ Ran(P-)
(i1) PfJ = JPy,JP = P*J.

Beweis. Sei & = Ran(Py) und Fx = Ran(P4). (i) ergibt sich unmittelbar mit Proposition
9 (iv) und (ii) erhalten wir mit Proposition 11. Insbesondere ist (i(Py — P-))*J =
iJ(Py — P_). Somit ist fiir alle ¢ € [0, 1]

J-selbstadjungiert. Mit der Zerlegung K = £ & F & F_ ergibt sich
Hy=[1-t)Hglo[(1 -)H|F +tilp |0 [(1-)H|F —tily ],

wobei H|¢ und H|r, die Einschrénkung von H auf £ bzw. F4. bezeichne. Es liegt o(H | £, )
strikt oberhalb bzw. unterhalb der reellen Achse, und damit gilt fiir alle ¢ € [0, 1]

o(H) MR = o((1 - )H|e).

Somit ist gezeigt, dass fiir alle ¢ € [0, 1] der Operator H; ein Element von GH(/C, J) ist
mit Hy = H. Der gewlinschte Operator ist nun

H' = H, =i(P, — P).

(]

Die néchste Proposition “dreht ein Paar Lagranger Frames, bis sie orthogonal zu-

einander sind. Gleichzeitig wird der Operator mit Minimalspektrum {£i} mitge‘dreht®.
Dies ist der aufwendigste Beweis.
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Proposition 31. Wir erinnern an die spezielle Gestalt von (K,J) = (H® H,1 & —1)
mit separablem Hilbertraum H. Sei H € GHy(K, J) mit c(H)NR=10. Sei ©® : H — K =
H ®H das Lagrange Frame

Dann ist H innerhalb von GHo (K, J) homotop zum Operator
(00" — JO(JO)").

Beweis. Nach Proposition 30 diirfen wir annehmen, dass o(H) = {+i}. Sei Py die Riesz-
Projektion von H zum Spektralpunkt +i und £ = Ran(Py). Seien ferner ®, U Frames
fiir £4 und £_. Nach Proposition 11 ist PfJ = JPx. Wegen 1 = P, + P_ ist Ker(Py) =
Ran(Pz). Es ergibt sich damit

JRan(Py) = Ran(P;J) = Ran(P;) = Ker(Pz)™ = Ran(Py)*.

Somit ist €4 1&: und damit sind ® U nach Lemma 1 Lagrange Frames. Seien v =
7o(P),v = 1e(¥) € U(H) die stereografischen Projektionen von ®, ¥ entlang ©. Seien
w=u"t v =u"tvund & = Wél(ut), U, = Wél(vt). Die letzten drei Definitionen sind

gerade so gemacht, dass @y = ® und ¥y = V. Es gilt nach Gleichung (5)

By = 7o () = O (g + 1) + JOS (g — 1) = — [ ™ (33)
t = Tg \Ut) = 2ut 2Ut _ﬂ 1
und
_ 1 1 1 V¢
\Ilt = W@l(vt) = ei(vt + 1) + J@§<'Ut — 1) = ﬁ 1 . (34)

Wegen P P_ =0 und 1 = P, + P_ diirfen wir Proposition 6 anwenden. Wir erhalten,
dass U*J® invertierbar ist. Somit ist auch

1 1
\I’IJét:i(vfutfﬂ)zﬁ(v*ufﬂ):\ﬁ*:]@ (35)

invertierbar fiir alle ¢ € [0, 1]. Insbesondere hat Uy J®; trivialen Kern. Setze £4(t) =
Ran(®;) und £_(t) = Ran(¥;). Wir definieren geméf Proposition 6 die schiefen Projek-
tionen

Py (t) = (U JD;) 1 WrT (36)

und
P_(t) = Wy(®; J ;) @; T (37)

fiir deren Bilder gilt Ran(P;) = £4(t) und Ran(P-) = £_(t). Es ist &g = & und ¥y = ¥,
somit Py (0) = Py. Fir t € [0,1] sei

Hy = i(Py(t) — P-(t))
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Wegen
Py(t)*J = JP_(t)

ist Hy J-selbstadjungiert und damit ist aufgrund der Homotopieinvarianz der Signatur
H; € GHy(KC, J) fiir alle t € [0, 1]. Wir erhalten den Operator

H = H, =i(0(¥1J0) '] — ¥ (0*J¥,)~'e*))

Wir iiberfithren nun in einem zweiten Schritt H' in H” € GH(K, J). Sei
_
bt = e—27ri(t—%)v%—t

Uy = 75" (ve). (38) O

t
t

N NI

[\][GI
IA A
IN A

und fir 1 <t <2

Wir habent bereits gezeigt, dass vi — 1 = vju; — 1 invertierbar ist. Mit dem spektralen
Abbildungssatz sieht man, dass auch fiir alle ¢ € [1, 2]

UiJO =vf — 1

invertierbar ist. Analog zum ersten Schritt zeigt man, dass fiir alle ¢ € [1, 2]

Hy = i(0(V;JO) 1 WJ — U, (0*J,)~1e*))

ein Element von GH(KC, J) ist. Es ist nun H; die gewiinschte Homotopie die H tiberfiihrt
in

Hy = i(O(T3J0) 13T — Uy (0 JU,y)10*)) = i(00* — JO(JO)*.

O
Jetz fiigen wir alle Teile zusammen und erhalten das Hauptergebnis
Theorem 3. Es gilt die disjunkte Zerlegung
GH(K,J) = | ) GHn(K,.J). (39)

meZ

mit den zusammenhdngenden, offene Teilmengen GH,,,(IC, J) C GH(KC, J). Falls dim K =
00, ist fir alle m € Z die Komponente GH,,(IC, J) nicht-leer.

Beweis. Sei m € Z. Es ist nur noch zu zeigen, dass GH,, (K, J) zusammenhéngend ist.
Sei H € GH,,(K,J),x das Vorzeichen von Sig(H) und M = |m|. Wir erweitern den
Kreinraum (X, J) zum Kreinraum

(K, J)=(CM oK, rklaJ). (40)

H setzen wir trivial fort 3
H=0s4H.
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K und C~M sind invariant unter J und somit nicht-entartet. Dartiber hinaus sind £
und CM J-orthogonal, woraus man leicht sieht, dass Sig(H) = 0. Nach Proposition 30,
Proposition 29 und Proposition 31 existiert eine Homotopie H; innerhalb von (K, .J)

[0,1] >t — H;

wo Hy = H und H,; unabhingig ist von H. Wir wenden nun das Transformationslemma
Lemma 7 an. Seien ®, U Frames fiir CM bzw K. Der Operator

b = U* Hy
ist nach Lemma 7 (i) ¥*.JU-selbstadjungiert. Sei
Hy = UhT*,

H; ist J-selbstadjungiert (modifiziere das Transformationslemma so, dass S = W) mit
Hy = H. Es ist Hy unabhéngig von H, da H; unabhéngig ist von H. Damit folgt die
Behauptung. O
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5 Kreinraume mit reeller Symmetrie

5.1 Der Kreinraum (K, Jp, Jg)

Im Folgenden bezeichne K einen komplexen separablen Hilbertraum. Wir versehen den
Raum K mit einer Komplexkonjugation. Hierzu sei eine ausgezeichnete Orthonormal-
basis (b1,be,...) von K gegeben. Wir definieren eine bijektive semilineare Abbildung T
(Komplexkonjugation) auf K vermége

T Mbk) =D b (41)
k=1 k=1

Im Folgenden schreiben wir statt T'¢ kiirzer ¢. Als nichstes wollen wir die Komplexkon-
jugierte S eines Operators S € B(K) definieren.

Definition 18. Sei S € B(K) dann sei der komplex-konjugierte Operator S gegeben
durch

S ¢=S¢.

Definition 19. Fine reelle Symmetrie J sei ein unitirer Operator auf IC der folgende
Eigenschaften hat

(i) J* =nl mit Vorzeichen n € {—1,1}.
(i) J=J
(iii) Die beiden Eigenrdume von J haben dieselbe Dimension.
Die Bezeichnung ’'reelle’ Symmetrie nimmt Bezug auf Bedingung (ii).

Definition 20. Seien Jp mit Vorzeichen ngp und Jg mit Vorzeichen ngr reelle Symme-
trien. Es bestehe die Kommutationsbeziehung

JrJr = NrRJRIF (42)

mit npr € {—1,1}. Dann bezeichnen wir (I, Jp, Jr) als Kreinraum mit reeller Symmetrie
der Art (np, nr, MFR)-

Die sogenannte Fundamentalsymmetrie Jr iibernimmt die Rolle von J aus den vorher-
gehenden Kapiteln.

Definition 21. Sei (K, Jg, Jr) ein Kreinraum mit reeller Symmetrie. Wir bezeichnen
einen Operator H € B(K) als Jp-selbstadjungiert falls JpH* = HJp und als Jg-
symmetrisch, falls J}*%F = —HJg. Es set

H(]C, JF,JR) = {H S B(’C) :JJpH* = HJp und J}Eﬁ: —HJR} (43)

die Menge der Jp-selbstadjungierten und Jg-symmetrischen Operatoren.
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Die Tragheit eines Teilraumes £ € K und die Trégheit eines normalen Eigenwertes
eines Operators H € H(K, Jp, Jg) definieren wir analog wie im Kapitel 2, mit dem
kleinen Unterschied, dass wir statt der Fundamentalsymmetrie Jg, die im Allgemeinen
nicht selbstadjungiert ist, das selbstadjungierte J = /nrJr benutzen. Dadurch sind wir
wieder in der Situation von Kapitel 2 und Kapitel 3, was zur Folge hat, dass die bisherigen
Ergebnisse weiterhin giiltig sind.

Definition 22. Sei (K, Jr, Jr) ein Kreinraum mit reeller Symmetrie. Sei £ ein Teilraum
von IC und ® ein Frame fiir £. Die Trigheit von £ sei

V(E) = V(& IFTrd). (44)

Aufgrund des Trigheitssatzes von Sylvester ist die Definition unabhdngig von der Wahl
des Frames ®.

Definition 23. Sei H € H(K, Jp, Jg) und A ein normaler Eigenwert von H. Die Trig-
heit v(A; H) = v(\) von X sei gegeben wie in Definition 12.

5.2 Spektraleigenschaften Jr selbstadjungierter, Jz-symmetrischer
Operatoren

Proposition 32. Sei Jr eine reelle Symmetrie und H ein Jr-symmetrischer Operator.
Dann ist das Spektrum von H symmetrisch beziiglich der imagindren Achse

o(H) = —o(H). (45)

Beweis. Sei A € C. Es ist

—TH(H = (N D)Jr = —J3(H — (~N1)Jr = —(—H — (=)L) = (H — \).

Da die Linke Seite genau dann invertierbar ist, wenn H — (—\)1 invertierbar ist, gilt
somit

~Aco(H)= Neo(H).

Sei J = /nrJr. Es hat J die Eigenschaften des in den vorhergehenden Kapiteln de-
finierten J. D.h. J* = J und J? = 1. Fiir einen stetigen Operator H € B(K) gilt
JH*=HJ < JpH" = HJp, es gilt also

H(K, J) = H(K, Jp). (46)
Mit Proposition 10(i) erhalten wir sofort das

Korollar 3. Sei H € H(K, Jr, Jr) dann ist das Spektrum von H symmetrisch beziglich
der reellen und der imagindren Achse d.h.

o(H)=0(H)=—0(H)=—0(H). (47)
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Proposition 33. Sei H € B(K) ein Jg-selbstadjungierter Operator und A eine sepa-
rierte Teilmenge von o(H). Dann

PaJr = JrP_%. (48)

Beweis. Sei I' eine Kurve, die A separiert, dann

Wir wollen anmerken, dass aufgrund der Symmetrie des Spektrums von H mit A auch
—A separierte Teilmenge von o(H) ist. Ferner ist die Kurve —I" negativ orientiert, und
somit verschwindet das Vorzeichen auf der rechten Seite der letzten Identitét. O

Proposition 34. Sei H ein Jr-symmetrischer Operator und A = —A eine reelle, sepa-
rierte Teilmenge des Spektrums von H. Sei Ea = Ran(Pa). Dann gilt

JREA = EA. (49)

Beweis. Nach Proposition 33 ist Pa = J{PaJg, somit ist Ran(Pa) = Ran(J5PaJR)
JiRan(Pa) = JEEA.

O
Proposition 35. Sei H € H(K, Jp, Jg) und X ein normaler reeller Eigenwert von H.
Dann folgt mit der Identifizierung vi(-) = vi1(-)

V:t()‘) - V:EWFRUF(_/\)' (50)
Beweis. Es ist nach Proposition 33 J*PyJr = P_\. Zusammen mit Proposition 4 folgt

vi(N) = v (Pi N JePy) = vi(Piy/MEJpPy) = Viyp (Pyy/NFJrP))
= ViT]F(J}EPjAJR\/ nrJrJpP-\JR) = ’/:I:nF(Pj)\JRw/UFJFJJ*apf)\)
= V:tTIF”]FR(Pi)\\/ 77FJFP7>\) = V:t”]F”]FR(_)\)'

Proposition 36 (Kramersche Entartung). Se: H € H(K, Jp, Jg), dann

(i) Falls Hy = M\, dann ist H(Jpy) = —\(Jrv).

(ii) Seinr = —1. Sei € ein endlich dimensionaler Teilraum von K mit JgRE = £, dann
ist dim & gerade. Eigenwerte von H € H(K, Jp, Jr) mit verschwindendem Realteil
haben gerade algebraische und geometrische Vielfachheit.
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Beweis. (i) rechnet man leicht nach. (ii) Wir konstruieren iterativ Teilrdume &, =
span{1, Jry, ..., ¥n, Jr1p, } von € der Dimension 2n. Falls & # {0} wihle ¢y € &
mit ¢y # 0. Es sind 11, Jry; linear unabhéngig, denn angenommen es gibt u € C mit

Y1 = pJryy, dann folgt

Y1 = pdpudry = —|pl*

und damit ¢; = 0 im Widerspruch zur Wahl von ¢;. Sei nun n € N mit & \ &, # 0.
Wahle 9,41 € €\ &,. Nach Voraussetzung ist Jr1),, ;1 € £. Angenommen es gibt ¢ € &,
und p € C mit Jgip, 1 = pthnt1 + ¢, dann

Jibns1 = I rUni1 + Jrd = AJpy 1 + Jrd = A(pbns1 + 8) + Jro.

Es ist also B
—(|u]* + Doy = i + Jro.

Nach Konstruktion von &, ist Jpo € &, und damit ist die rechte Seite der Identitéit ein
Element von &, im Widerspruch zur Wahl von ,,41. Es folgt, dass &,41 die Dimension
2n hat. Die Behauptung iiber die geometrische Vielfachheit erhédlt man aus (i) und dem
gerade Gezeigten. Die Behauptung iiber die algebraische Vielfachheit erhélt man wie
folgt: Sei A ein Eigenwert von H mit verschwindendem Realteil und P, die zugehorige
Riesz-Projektion. Setze & = Ran(Py). Nach Proposition 34 ist Jp€ = € und somit ist
nach dem ersten Teil dim £ gerade. Letzteres ist aber die algebraische Vielfachheit von

A O

5.3 Normalformen

Wir wollen in diesem Abschnitt Normalformen der reellen Symmetrien Jg oder Jr ndher
untersuchen. Normalformen von Jr oder Jg seien Darstellungsmatrizen von Jr oder Jgr
beziiglich einer reellen unitiren Abbildung U : ¢?(dim(K)) — K. Beispiele Fiir Normal-
formen sind die Matrizen

<0 —]1> (0 ]1) (]1 0 )
I= . K = . J= (51)
1 0 1 0 0 -1

mit Blockeintrigen gleicher Gréfe, mit Ausnahme von J; das unterschiedliche Blockgro-
fen haben kann. Die folgende Proposition zeigt, dass I und J tatséchlich Normalformen
passender reeller Symmetrien sind.

Proposition 37. Sei Jp eine reelle Symmetrie. Falls np = 1, dann gibt es eine reelle
unitire Abbildung U = U : £2(dim(K)) — K mit U*JpU = J. Falls np = —1, dann gibt
es eine reelle unitire Abbildung U = U : £2(dim(K)) — K mit U*JpU = I.

Beweis. Sei np = 1. Dann ist o(Jr) = op(Jr) = {—1,1}. Die entsprechenden Eigen-
raume £_; und & sind invariant unter Komplexkonjugation. Sei V' = (v1,vs,...) eine
Orthonormalbasis von & und W = (wq, we, .. .) eine Orthonormalbasis von £_;. Es seien
V und W so gewahlt, dass sie sich zu einer Orthonormalbasis von IC ergdnzen. Setzen wir
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0; = a;(v;+7;). Dann ist (01, D9, . . .) bei geeigneter Wahl der reellen Normierungsfaktoren
«; eine reelle Orthonormalbasis von £;. Entsprechend sei eine reelle Orthonormalbasis
(w1, e, ...) von £_1 konstruiert. Bezeichnen (ey, ez, ...) und (f1, fa,...) die kanonischen
Orthonormalbasen von £2(dim(&;)) bzw. £2(dim(£_1)), dann ist die gesuchte reelle uni-
tire Abbildung U gegeben durch U : £2(dim(&;)) @ £2(dim(E_1)) — K

Uei = ZNJZ‘ und Ufz = ’LZ)i

Sei nun np = —1. Dann ist o(Jp) = 0,(Jp) = {—4,4}. Fiir die entsprechenden Eigenrau-
me & und E_; gilt £_; = &, insbesondere haben sie dieselbe Dimension. Sei (v1,v2...)
eine Orthonormalbasis von &;, ferner (e1, ez,...) und (f1, f2,...) Orthonormalbasen von
?%(dim(&;)) bzw. £2(dim(E_;)). Die Abbildung V : £%(dim(&;)) @ £2(dim(E_;)) — K sei
geben durch

Ve, =v; und V f; = v;

Dann ist V*JpV = —iJ. Mit der Cayley-Transformation

(1 _m)
C= (52)
1 <1

erhalten wir C*JC' = iI und somit (VC)*JpVC = I. Wie man leicht nachrechnet ist
V' C reell, und somit U = VC die gesuchte Abbildung. O

Proposition 38. Sei (K, Jp, Jg) ein Kreinraum mit reeller Symmetrie. Dann gibt es
fiir jede unten angegebene Wahl von (np,nr,nrr) eine reelle unitire Abbildung
U : 2(dim(K)) — K, sodass gilt

J 0

U*JpU = J U*JRU = (1,1, 1) (53)
0 J//
I' o

UJpU = J U*JrU = ( ) ( 1,-1, 1) (54)
O I//
J 0

U JpU = T U*JrU = (-1, 1, 1)  (55)
0o J
0 —J

U*JpU = 1 U*JRU = (-1,-1, 1)  (56)
J 0

U JpU = J U JpU = K (1, 1,-1) (57

U*JpU = J U*JpU = I ( 1,-1,-1) (58

U*JpU = 1 U*JpU = J (-1, 1,-1) (59
I' 0

U'JpU = 1 U*JrU = ( ) (-1,-1,-1) (60)
0o -r
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Hierbei bezeichnen I', I" Matrizen von der Blockgestalt wie I und entprechend J', J" wie
J mit passender (im Allgemeinen nicht tibereinstimmender) Dimension.

Beweis. Zu (53) und (54): Wir gehen vor wie in Proposition 37. Fiir Jr erhalten wir die
zwei Eigenrdume £_1 und & und eine reell unitire Abbildung U, sodass U*JpU = J.
Da nach Voraussetzung Jg und Jg vertauschen, sind £_1 und &; invariant unter Jg und
somit kénnen wir Jg jeweils auf £_1 und &; einschrinken. Somit

I
U*JrU =
0 JY

wobei Jj und Jj; die Dimension p = dimé&; bzw. ¢ = dim&_; haben. Im Fall, dass
nr = 1 ist, existiert ONB v = (v1,...,vp) von & und ONB w = (w1, ...,wq) von &€_;.
Sei V' = (v, w) dann ist die erste Zeile gezeigt mit U = UV. Im Fall , dass nr = —1 ist,
seien U’ und U” wie U in der vorhergehenden Proposition 37 (im Fall np = —1) definiert,
und V = U’ & U". Die gesuchte Abbildung ist nun U = UV

(55) erhalten wir wie die zweite durch Vertauschung der Rollen von Jg, Jg : Es gibt reell
unitére Abbildung U mit

0 -1 0 0 1 0 0 0
-~ |1 0 0 o0 - 01 0 0
U JFU = U JRU =

0 0 0o -1” 0o o0 -17 0

0 0o 17 o0 0 O 0o -1”

Das gesuchte U ist U = UP mit der Permutationsmatrix

I 0 0 0

0 0 1 0
P =

0 1” 0 0

0 0 o0 1”

Ferner ist

Zu (56): Es sei £4; der Eigenraum von Jp zum Eigenwert +i. Es ldsst sich & aufspannen
durch normierte Eigenvektoren {vq,ve,...} und {01, 09, ...} von Jg, jeweils zum Eigen-
wert +i. Ebenso lafst sich £_; aufspannen durch normierte Eigenvektoren {wi,ws, ...}
und {w1, W, ...} von Jg, jeweils zum Eigenwert +i. Es sei V = (v,v) und W = (w, w),
ferner U = V @ W dann ist

!

0

0 -1

U*JpU =i (
0o J

0 e
) U'JrU =1
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Mit der Cayley-Transformation C' erhalten wir die gesuchte Abbildung U = UC.

Zu (57): Sei u; ein ein reeller normierter Eigenvektor von Jp mit Eigenwert 1. Falls u
nicht reell ist, ersetze u; durch a(u; + 1), wo o eine Normierungsfaktor ist. Dann ist
Jru1 ebenfalls ein Eigenvektor von Jp mit

JFJRu1 = —JRJFul = —JRul.

Als Eigenvektoren des selbstadjungierten Operators Jr sind u; und Jru; orthogonal.
Mit der letzten Identitdt sehen wir, dass sie einen Jgr- und Jp-invarianten Teilraum
aufspannen mit

(ulajRul)*JF(u17JRu1) _ <<U1,JF’LL1> 0 > _ (1 0)

0 <JRU1,JFJRU1> 0 -1

und

0 1
(u1, Jru1)*Jr(u1, Jrur) = (1 0> .

Wir fahren nun fort durch Ubergang zum orthogonalen Komplement V der linearen
Hiille von {uy, Jru1}. Es ist V' ebenfalls invariant unter Jz und Jp und wir kénnen einen
reellen FEigenvektorus von Jrp wihlen mit Eigenwert 1, so dass dieselben Identitidten
gelten. Iterativ erhalten wir nun v = (uj,ug,...) und eine reelle unitdre Abbildung
U = (u, Jru) die (bis auf Permutation) die gesuchte Abbildung der vierten Zeile ist.

Zu (58): analog zu (57).

Zu (59): erhalt man wie (58) durch Vertauschung der Rollen von Jg und Jg.

Zu (60): Wir wéhlen einen rellen Einheitsvektor u; € K. Dann sind die vier Vektoren
ui, Jru1, Jpui, JpJrpuy paarweise orthogonal. Letzteres sieht man z.B. wie folgt

(u1, Jru1) = (rJRur, ur) = —(Jrua, ur)
und andererseits da u; und Jg reell sind
(u1, Jru) = (Jru1, u1).

Damit ist (uy, Jrui, Jruy, JpJruy) eine partielle Isometrie mit

0 -1
(u1, Jrui, Jpur, JpJpur ) Jp(u1, Jrpua, Jrpur, JpJpuy) =
1 0
und
) roo
(w1, Jput, Jrpui, JpJgur)* Jr(u, Jrpur, Jpui, JpJpur) = .
0

mit zweidimensionalem I’ bzw 1. Durch Ubergang zum orthogonalen Komplement der
linearen Hiille von {uy, Jruy, Jpui, JpJgrui} fahren wir iterativ fort und erhalten u =
(u1,ug,...). Esist die gesuchte Abbildung (bis auf Permutation) nun

U= (u, JRU, JFU, JFJRU).
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O

Sei A € B(K) unitér, sodass mit geeigneten Phasen kp, kg, die Operatoren Jj =
kpA*JrA und J;% = kpA'Jr A reelle Symmetrien sind. Dann gilt

AH(K, Jp, JR)A = H(K, J, J) (61)
Ferner ist, wie man leicht nachrechnet, JyJj, = —nrrJrJg. Insbesondere also
R = —1FR- (62)

Wihlen wir A =C, A = C" oder A =C @ C, dann erhalten wir mit Tabelle 1:
Proposition 39. Es gilt
(i) CH(K,I,J)C* =H(K,J,1)
(i) C*H(K, J,K)C =H(K,I,1)
(iii) C*H(K, J,1)C = H(K, I, 1)
(v) (CeCYHIK,I®1,J)CeC=HK,Jo1,J®I)

Jr,Jr | 1 I J | K
C*JpC | 1 | —iK | il | J
ClyrC | J | il | 1 | —iK
CJpC* | 1 | —iJ | K| il
CJrC* | K | il | 1| iJ

Tabelle 1: Transformierte Normalformen

5.4 Essentially R-gapped, Jr-selbstadjungierte, Jz-symmetrische
Operatoren

Definition 24. Sei (K, Jr, Jg) ein Kreinraum mit reeller Symmetrie. Wir bezeichnen
einen Operator auf KC dessen relles Spektrum aus endlich vielen normalen FEigenvektoren
besteht, als essentially R-gapped. Es sei

GH(K, Jp, Jr) = {H € H(K, Jr, Jr)| H ist essentially R-gapped} (63)

die Menge der essentially R-gapped, Jp-selbstadjungierten, Jgr-symmetrischen Operato-
ren.
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Definition 25. Die Signatur eines Operators H € GH(K, Jp, Jr) sei

Sig(H) = 3. (V) = - (64)

A€o (H)NR
Ferner bezeichne fir m € Z
GHm (K, Jr, Jr) = {H € GH(K, Jp, Jg) : Sig(H) = m}. (65)

Proposition 40. Sei H € GH(K, Jp, Jg). Sei Py die Riesz-Projektion von H zum re-
ellen Spektrum von H und Py die Riesz-Projektion von H zum Spektrum oberhalb bzw.
unterhalb der reellen Achse. Dann ist H homotop innerhalb von GH(KC, Jr, Jr) zum Ope-
rator

H =i(P, - P.). (66)
Ferner ist
(i) K = Ran(Fy) ® Ran(P;) ® Ran(P-)
(ii) PtJp = JpPy, JpPyr = PiJp.

Beweis. Der Beweis ist derselbe wie zu Proposition 30. Es bleiben lediglich noch zwei
Punkte, die zusatzlich noch gezeigt werden miissen:

(i) JrPs = PtJg.
(i) Hi = (1 —t)H 4 ti(Py — P_) ist Jg-symmetrisch.

Der erste Punkt folgt mit Proposition 33 und der zweite aus dem ersten und der Jp-
Symmetry von H. O

Proposition 41. Sei (K, Jp, Jr) ein Kreinraum mit reeller Symmetrie, wo ngp = —1.
Dann gilt fir alle ungeraden m € 7Z

GH,.(K, Jg, Jr) = 0. (67)

Beweis. Sei H € GH(K, Jg, Jg) und P die Riesz-Projektion von H zum reellen Spektrum
mitRan(P) = £. Dann gilt mit Proposition 36 Sig(H) = v4 (&) —v_(€) ist gerade, woraus
die Behauptung folgt. O

Proposition 42. Sei (K, Jr,Jr) ein Kreinraum mit reeller Symmetrie, wo npnpr =
—1. Dann gilt fiir alle m € Z mit m # 0

GH,, (K, Jr, Jr) = 0. (68)

Beweis. Sei H € GH,, (K, Jp,Jr) Nach Proposition 40 diirfen wir annehmen, dass
o(H)NR c {0}. Mit Proposition 35 ist v4(0) = v_(0). Somit Sig(H) = 0, woraus
die Behauptung folgt. O
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