KAPITEL 2

Algebraische, endliche und einfache Korpererweiterungen

1. Korpererweiterungen als Vektorriume, endliche Korpererweiterungen

Sei L|K eine Kérpererweiterung. Dann kann man L als K-Vektorraum betrachten. Die Dimension von L
iiber K nennt man den Grad der Korpererweiterung und schreibt

[L: K]=dimg L.

Der Grad kann endlich oder unendlich sein. Ist der Grad endlich, so spricht man von einer endlichen
Korpererweiterung.
Beispiele:

(1) C ist eine endliche Korpererweiterung von R vom Grad 2, da 1, eine R-Basis von C ist, also

[C:R]=2.
(2) R ist eine unendliche Koérpererweiterung von Q.
(3) Q(n) ist eine unendliche Korpererweiterung von Q.

Ist L|K eine endliche Kérpererweiterung, ist wy, . ..,w, € L eine K-Basis von L, so gilt also
L={aw + - +apwp:ai,...,a, € K},

wobei die Koeffizienten a1, ..., a, eindeutig durch das Element von L eindeutig bestimmt sind.

Eine einfache Folgerung erhilt man fiir die Anzahl der Elemente eines endlichen Korpers:

SATZ. Ist K ein endlicher Korper der Charakteristik p, so ist K eine endliche Kérpererweiterung von Iy,
und es gilt
K| = plFFel,

Insbesondere ist |K| eine p-Potenz.

Den folgenden Satz kennen wir bereits. Er zeigt eine einfache Moglichkeit, wie man endliche Kérperer-
weiterungen konstruieren kann.

Satz. Ist f € Klz]| ein irreduzibles normiertes Polynom vom Grad n und o das Bild von x in L =
K[x]/(f), so ist L eine endliche Kdrpererweiterung von K vom Grad n, also [L : K] = n.
Lo,...,a" "t
ist eine K -Basis von L, insbesondere
L={ag+aa+---+a, 1" :ag,a1,...,an, 1 €K} und [L:K]=n.
Ist f =2 4+ cp_12™ '+ -+ c1a + co, so gilt
fla)=0 wund o"=-cy—cra—---— en_1a” L.

f ist das Minimalpolynom von « tiber K.
Hier ist eine weitere Variante, die wir bereits kennen.

Datei: kt_alg.tex. Version vom 6.5.2024



2 2. ALGEBRAISCHE, ENDLICHE UND EINFACHE KORPERERWEITERUNGEN

SATZ. Sei L|K eine Korpererweiterung und o € L algebraisch iber K vom Grad n. Dann ist K(«) eine
endliche Kérpererweiterung von K vom Grad n, d.h. [K(a) : K| =n,
La,o?,...,a" !
ist eine K-Basis von K(«),
K(a)={ap+aia+---+a,_ 10" " :ag,a1,...,a,1 € K} = Kla.
Ist f(z) = ma,k(x) = 2" + cpora™ ' 4+ -+ c12 + ¢o das Minimalpolynom von « dber K, so gilt
Q" = —cy—cra— - —cp1a™ L
Es ist
K(a) = Kz]/(f)-

Beispiel: Ist d € Q \ {0} nicht das Quadrat einer rationalen Zahl, so ist 2% — d € Q[z] irreduzibel, also
hat v/d Grad 2 iiber Q. Es ist

[QWVd): Q=2 und Q(Vd)={z+yVd:zyeQ}
2. Die Dimensionsformel fiir Tiirme von Koérpererweiterungen

Sind K und E Unterkorper eines Korpers F' mit
K CECEF,
so haben wir drei Kérpererweiterungen: F|K, F|E und F|K, was wir so graphisch darstellen kénnen:

F

E

K

(Deswegen spricht man auch von einem ,, Kérperturm*.) Wir betrachten die zugehérigen Vektorraumstruk-
turen: £ und F sind K-Vektorrdume, F' ist ein E-Vektorraum. Der folgende Satz macht eine Aussage
iiber die zugehdrigen Dimensionen.

SATZ. Seien K C E C F Korper. Sei (x;);cr eine K-Basis von E und (y;)je eine E-Basis von F. Dann
ist (x;yj)ier,jes eine K-Basis von F. Insbesondere folgt
[F:K|=[F:E]-[F:K]
und damit:
o [F:K|]<oo < [F:E]<ocound[E: K] < oco.
o [F:K]=00 <= [F:E]=00 oder [E: K] =00.
Daher: F|K ist genau dann endlich, wenn die Erweiterungen F|E und E|K endlich sind.

Beweis:
e Sei z € F. Dann existieren b; € E - nur endlich viele # 0 - mit

z = Z bjyj-
jeJ
Zu bj € I existieren aj; € K - nur endlich viele # 0 - mit

bj: E ajimi.

icl

2= by =Y O auziy = Y ajziy;.

jeJ jeJ el i€l jeJ

Es folgt
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Dies zeigt, dass (2;y;)icr,jes ein Erzeugendensystem von F' iiber K ist.
o Wir zeigen, dass (z;y;)icr,jes linear unabhéngig iiber K sind. Seien also aj; € K - fast alle 0 -

mit
Z ajixiyj = O
iel,jed
Wegen
0= Z(Z ajixi)yj, Zaﬁxi cF
ieJ i€l i€l

und der linearen Unabhéngigkeit von (y;);cs iiber E folgt

Zajixi =0 fiir alle 7 € I.
icl
Die lineare Unabhéngikeit von (z;);cr iiber K impliziert nun aj; = 0 fiir alle ¢ € I, j € J. Also
ist (@;y;)icr,jes linear unabhéngig iiber K.
e Daher ist (z;y;)icr,jes eine K-Basis von F', wie behauptet. Die Formel [F : K| = [F : E]-[E : K]
folgt daraus. B

Bemerkung: Die Dimensionsformel [F' : K] = [F : E] - [E : K] heifit ,,Gradsatz“ bei Bosch und
“Gradformel“ bei Fischer.

Beispiel: Wir betrachten Q C Q(v/2) € Q(v/2,4), was wir auch so darstellen:

Q(v2,19)

Q(v2)

Q
z? — 2 ist das Minimalpolynom von v/2 iiber Q, also gilt
[Q(v2): Q] =2

i ist Nullstelle des Polynoms 22 + 1. Wegen i ¢ R ist i ¢ Q(+/2), also ist 2 + 1 (aus Gradgriinden) das
Minimalpolynom von i iiber Q(v/2), d.h.

[Q(V2)() : Q(V2)] =2.
Die Dimensionsformel liefert also
[Q(v2,1): @ = [Q(v2,9) : Q(v2)] - [Q(V2) : Q] =2-2 =4,
Da 1,v/2 eine Q-Basis von Q(v/2) und 1,i eine Q(v/2)-Basis von Q(v/2,1) ist, ist
1,v2,i,V/2i
cine Q-Basis von Q(v/2, ).

Die Dimensionsformel hat auch einige einfache, aber wichtige Anwendungen:

SaTz. Sei L|K eine endliche Korpererweiterung.
(1) Ist E ein Zwischenkorper der Kérpererweiterung L|K, also K C E C L, so gilt

[L:K]|=[L:E]-[E:K]|, insbesondere [E:K]|[L:K].
(2) Ist [L: K] =p eine Primzahl, so hat die Erweiterung L|K keine echten Zwischenkérper.
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3. Algebraische Koérpererweiterungen

DEFINITION. FEine Korpererweiterung LIK heifit algebraisch, wenn jedes a € L algebraisch iber K ist.
Ein wichtiges Beispiel liefert der folgende Satz:

SATZ. Jede endliche Korpererweiterung ist algebraisch.

Beweis: Sei L|K eine Korpererweiterung vom Grad n und « € L. Die n + 1 Elemente
La,o?,...,a"
sind dann linear abhéngig iiber K, d.h. es gibt ag,a1,...,a, € K, nicht alle 0 mit
ap + a1+ asd® + - + ana™ = 0.

Nach Definition ist daher « algebraisch iiber K. R

Beispiel: Fiir n € N betrachten wir

27
o= cos(?).
Ist « algebraisch iiber Q7 Es ist
(27'(') 1( 27ri+ 727”‘)
cos(—)=—=(e» +e ).
n 2

27 27mi
v

e n ist Nullstelle des Polynoms 2™ —1 € Q[z], ist also algebraisch iiber Q. Daher ist Q (e
also algebraische Korpererweiterung von Q. Wegen

) eine endliche,

27

cos(%) €Qe™)

ist cos(2) algebraisch iiber Q.

4. Das Kompositum von Kérpererweiterungen

DEFINITION. K, E und F' seien Unterkirper eines Korpers L mit K C E und K C F. Das Kompositum
EF von E und F diber K ist der kleinste Unterkéorper von L, der E und F enthdlt, also

EF =K(EUF).

Wir skizzieren dies auch so:
L

EF
\
/ F
E
\
K
Bemerkung: Sind a1, ...,am,01,...,0, € L und

E:K(Oél,...,am) und F:K(ﬁla"'aﬁn)v

so gilt einfach
EF = K(al,...,am,ﬁl,...,ﬂm).

Beispiele:
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(1) In C betrachten wir die Unterksrper Q(v/2) und R, die Korpererweiterungen von Q sind. Das
Kompositum von Q(y/2) und R iiber Q ist offensichtlich R:

QW2)R=R.

(2) In C betrachten wir die Unterkorper Q(v/—2) und R, die Kérpererweiterungen von Q sind. Das
Kompositum von Q(+/—2) und R iiber Q ist offensichtlich C:

Q(W=2)R =C.

C
/ y
\Q

Beispiel: In C betrachten wir die Zahlen { = 71%“/5, a = +/2 und B = (/2 und die Unterkérper

3 —1 ] 3
Q(¥2)CC  wund @(%ﬁﬁ) cc.
Fiir das Kompositum mit R erhélt man
5 —1+iV3
Q(V2)R=R und @(%ﬁﬁ)]&:c

Die Zahlen o und 3 haben beide das Minimalpolynom 23 — 2 iiber Q. Der Faktorisierungssatz liefert also

Q) = Qla]/(2° — 2) ~ Q(B).

Obwohl die Kérper Q(«) und Q(f) also isomorph sind, hiingt das Kompositum mit R also davon ab, wie
Q(«) und Q(p) in C liegen.
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5. Translation von endlichen Kérpererweiterungen

K, E und F seien Unterkorper eines Korpers L mit K C EF'und K C F. Dann kénnen wir das Kompositum
EF von E und F iiber K betrachten:

L
EF
/ F
E ////
K
Die Kérpererweiterung EF|F nennt man auch die Translation von E|K zu F. Welche Eigenschaften
der Erweiterung F|K iibertragen sich auf die Erweiterung EF|F?

SaTz. K, E und F seien Unterkorper eines Korpers L mit K C E und K C F. Ist E|K eine endliche
Korpererweiterung und ey, ...,e, € E eine K-Basis von E, so ist e1,...,e, ein F-Erzeugendensystem
des F'-Vektorraums EF':

E:{k161+'~'+kn€nZkl,...,knEK} — EF:{f161+"'+fn€nZfl,...,fnGF}.
Insbesondere ist auch EF|F eine endliche Erweiterung und es gilt

[EF : F]<[F:K].

Beweis: Wir nennen die rechte Seite der zu beweisenden Gleichung M, also

M:{f161+"'+fn6nSfl,...,fnGF}.

(1) Wir wollen zeigen, dass M ein Kérper ist.
(a) Natiirlich gilt E C M. Da wir 0.E. e; = 1 annehmen kénnen, ist auch F C M Xklar.
(b) Daes,...,e, eine K-Basis von E ist und e;e; € E gilt, gibt es a;;, € K mit

n
eje; = Zaijkek fiir alle 4,5 € {1,...,n}.
k=1

(c) Aus

(Z fiei) - (Z fiei) (Z fiei) - (Z fiej) = Zfifgl‘eiej =

Z fif]/'aijkek = Z Zfifjl‘aijk €k
.7

3,7,k k

sieht man, dass R abgeschlossen unter Multiplikation ist. Da M natiirlich ein F'-Vektorraum
ist, folgt, dass M auch ein Unterring von L ist, der E und F' enthélt, also

K[EUF) C M.

(d) Wir wollen zeigen, dass M auch abgeschlossen unter Inversenbildung ist. Sei also

04:2]%%750
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ein beliebiges Element Element von M \ {0}. Es gilt:

ae; = E fieie; = E fiaijrex.
i ik

Es folgt
€1 Z,- fiagn ... Z,- fitiin €1
aof i]={ z 2
en Yo fiamy oo Y0, fiGinn) \en
und damit
Q= Zl fiaiin ... - El fittiin €1
5 : L =0
- Zi fitin1 ... a— Zi fitinn €n
Daher muss gelten
a—>, fiain .. =Y, fitin
; : =0.
- Zi fitin1 ... a— Zi fiinn

(Man beachte, dass a nur in der Diagonale vorkommt.) Durch Ausmultiplizieren erhélt
man f)_q,..., [ € F mit

Q"4 fl o e  flad fh=0.

Wegen o« # 0 kénnen nicht alle f/ Null sein. Sei [ der kleinste Index mit f/ # 0. (Es ist
0 <1< n-—1.) Dann gilt also

" + fia0" Tt ot flal =0,
Division durch ot liefert
an—l + f/,loén_l_l N fl/+1a + fl/ =0,
und damit
- (an—l—l + f’r/L—lan_l_2 S fl/+1) 4 fl/ 0.
Division durch — f/ ergibt

flia 1 1
o <_-&; ..... n7 an7l72 _ /anl1> — 1’
l l l
was sofort
! !
-1 Tl n-1 n—i—2 1 .41
o —_ —— ... — o R —
! f/ f/
l l l

liefert. (Im Fall [ = n — 1 bleibt nur der letzte Summand iibrig.) Da wir schon gesehen
haben, dass M ein Ring ist, folgt mit « € M und F C M dann o~! € M. Hieraus ergibt
sich schliefflich, dass M sogar ein Unterkorper von L ist. Mit EU F C M folgt

K(EFEUF)C M.
Da natiirlich trivialerweise auch
M:{f161+"'+fn€n2f1,.~~,fn GF} QK(EUF)

gilt, folgt insgesamt
M=K(EUF)=EF,
wie behauptet. ®
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Bemerkung: Wir begriinden die Abschétzung [EF : F] < [E : K| nochmals im Spezialfall £ = K(«),
wobei « iiber K ist.

[F(a) FI<[K(a):K]

(K (a): K]

Seil mq, ik € K[z] das Minimalpolynom von « tiber K und mq, r € F[z] das Minimalpolynom von « iiber
F. Wegen K|z] C F[z] und mq, k(o) = 0 folgt nach Definition des Minimalpolynoms m,, r von « iiber F

Ma,F | Ma, K in F[.’B]

Daher gilt
grad(ma,r) < grad(mq k),

und damit
[F(a) : F] = grad(ma,r) < grad(mq k) = [K(a) : K],

was wir zeigen wollten.

Bemerkung: Natiirlich kann in der Abschétzung [EF : F] < [E : K| das <-Zeichen gelten. Triviales

[
Beispiel: Man wihle F' = E. Dann ist EF = E und [FE : F] = 1.
6. Der Grad des Kompositums endlicher Erweiterungen

SATz. Sind E|K und F|K endliche Korpererweiterungen, wobei alle Kérper Unterkérper eines Kdrpers
L sind, so ist auch EF|K eine endliche Korpererweiterung und es gilt

[EF:K|<[E:K]|-[F:K].
Auflerdem gilt die Implikation
geT([E:K|,[F:K])=1 = |[EF:K|=[E:K]-[F:K].
EF

27X

<mn F

N A

K

Beweis:
(1) Da E|K endlich ist, ist auch EF|F endlich, und es gilt

[EF : F]<[E:K].
Da EF|F und F|K endlich sind, ist auch EF|K endlich, und es gilt
[EF :K|=[EF :F]-[F:K|<[F:K]| [F:K].
(2) Wir kommen zur zweiten Aussage: Wegen
[EF: K| =|EF: E]-[E: K] gilt [E: K] | [EF : K.

Wegen
[EF :K|=|[EF:F]-[F:K]gilt [F:K]|[EF:K].
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Wegen der Voraussetzung ggT([E : K], [F : K]) = 1 folgt
[E:K]-[F:K]|[EF:K].
Zusammen mit der Abschitzung aus (1) ergibt sich sofort
[EF :K|=[E: K] [F: K],
wie behauptet. ®

Beispiele:
(1) Wir betrachten die komplexen Zahlen oo = V2 und = /2. Dann gilt

[Q(v2):@l=2 wd [Q(V2):Q]=3.
Wegen ggT(2,3) = 1 folgt
[Q(v2,V2):Q]=2-3=6.
(2) Wir betrachten die komplexen Zahl ¢ = _1%‘/?3, a = /2 und B = Ca. Es gilt
[Q(e) : Q] =3, [Q(B):Q]=3, aber [Q(a,8):Q]=6.

7. Zum Verhalten algebraischer Kérpererweiterungen

Wir hatten eine Korpererweiterung L|K algebraisch genannt, wenn jedes o € L algebraisch iiber K ist.
Wir haben gesehen, dass endliche Korpererweiterungen algebraisch sind. Wir werden sehen, dass nicht
jede algebraische Korpererweiterung endlich sein muss. Einige Eigenschaften lassen sich aber leicht von
endlichen Korpererweiterungen auf algebraische Korpererweiterungen iibertragen.

SATz. Seien K, E, F Unterkérper eines Korpers L.
(1) Seien K C E C F Kérpererweiterungen. Dann gilt:

F|K ist algebraisch ~ <=  F|E und E|K sind algebraisch.
(2) Seien E|K und F|K Kérpererweiterungen. Dann gilt:
E|K algebraisch = EF|F algebraisch.

(3) FEs gilt:
E|\K und F|K algebraisch = EF|K algebraisch.

EF

SN

EF\ F E F
[ <

N

Beweis: Wir beweisen beispielhaft <= von (1): Seien die Erweiterungen F|E und E|K algebraisch. Sei
«a € F ein beliebiges Element. Wir miissen zeigen, dass « algebraisch iiber K. Nach Voraussetzung ist
algebraisch iiber E, d.h. es gibt n € N und f1,...,8, € E mit

Q" 4 fp10" T o+ frat By = 0.

Die Elemente Sy,...,08,—1 von E sind algebraisch iiber K. Daher ist K(fo,...,Bn—1) eine endliche
Erweiterung von K. Obige Gleichung zeigt, dass « algebraisch iiber K (8o, ...,0B,—1) ist. Daher ist
K(Bo,.-.,Bn-1,) eine endliche Erweiterung von K. Insbesondere ist « algebraisch iiber K. H
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SaTz. Sei L|K eine Korpererweiterung. Wir betrachten
K ={a € L: « ist algebraisch iiber K}.

Dann ist K ein Korper und K|K eine algebraische Korpererweiterung.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass K ein Unterkorper von L ist. Sind «,3 € K, so sind K(a), K(f)
und K(a, ) endliche, also algebraische Kérpererweiterungen von K. Daher gilt K(a,8) € K. Wegen
a+p € K(a,B) und a8 € K(a, B) folgt a+ 8 € K und a3 € K. Ist a # 0, so ist i € K(a), also i €K.
Es folgt, dass K ein Unterkérper von L ist. Nach Definition ist jedes Element von K algebraisch iiber K.
Also ist K eine algebraische Kérpererweiterung von K. B

Bemerkungen:
(1) Die Menge
Q = {a € C: « algebraisch iiber Q}

der iiber Q algebraischen komplexen Zahlen ist ein Unterkérper von C. Man sieht leicht, dass
er unendlichen Grad iiber Q hat.

8. Zwischenkorper einfacher algebraischer Erweiterungen

Eine Korpererweiterung L|K wird einfach genannt, wenn es ein « € L gibt mit L = K («). Das Element
« wird dann auch ein primitives Element der Korpererweiterung L|K genannt. Wir werden im Fall,
dass « algebraisch iiber K ist, Aussagen iiber die Zwischenkorper der Erweiterung L|K machen.

LEMMA. Sei L|K algebraisch und o € L mit L = K(«). Sei f = mq ik € K[z] das Minimalpolynom von
a tber K. Sei E ein Zwischenkdrper der Erweiterung, d.h. K C E C L, und gg = mq,g € Elx] das
Minimalpolynom von « tiber E.

(1) Schreibt man
gp =3+ b1z™ "+ + B17 + B € Elal,
so gilt
E=K(,...,0Bm).
(2) Bs gilt g | 1.
(3) Ist
f@) = (@ —a)- ] file) € K(a)[z]
i=1

die Zerlegung von f in irreduzible (normierte) Faktoren in K(a)[x], so gibt es eine Teilmenge
Ig C{1,...,r} mit

gp(r) = (@@ —a) [] fitx).
i€lp

Auferdem gilt [L: E] =1+, erad(f;).

Beweis:
(1) Esist m = grad(gg) = [K(a) : E]. Wegen gg(a) = 0 geniigt « einer Gleichung vom Grad m
iiber K(B1,...,Bm). Daher gilt

K(ﬁla"'aﬁmaa):K(ﬁlw"aﬁm)} Sm
Damit folgt
m > [LK(Bl;,Bm)] = [LE}[EK(ﬁlaaﬂm)] :m[EK(ﬂhaﬂm)],
woraus sofort [E : K(81,...,0m)] =1, also
E:K(ﬁhaﬁm)

folgt
(2) Esgilt gp(a) = f(a) =0 und gg, f € Elz]. Da gg das Minimalpolynom von « iiber E ist, folgt
ge | f-
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(3) Aus gg | f folgt
gu(@) | (@ —a)- ][ fi(2).

i=1

Wegen gg(a) = 0 gibt es dann eine Teilmenge I C {1,...,r} mit
ge(z) = (x—a)- [] fit).

i€lp

Da gr das Minimalpolynom von « iiber E ist, folgt mit L = K(«)
[L: K] = [K(a) : K] = grad(ge) = 1+ Y grad(f,).
i€lp

Damit ist alles gezeigt.

Da man aus dem Minimalpolynom m, g wieder den Zwischenkdrper rekonstruieren kann, ergibt sich
sofort folgender Satz:

SATz. Sei L = K(«) mit einem tber K algebraischen Element. Sei f € K[x| das Minimalpolynom von
a tber K. Dann ist die Abbildung

{E Kérper mit K C E C L} — {g € L[z] normiert mit g(a) =0 und g | f}, E — mag

injektiv. Insbesondere gibt es nur endlich viele Zwischenkdrper.

Beispiele: Sei K(«) vom Grad 4 iiber K und f € K[z] das Minimalpolynom von « iiber K. Wir
betrachten die Faktorzerlegung von f iiber K(«a). Ist E ein echter Zwischenkérper K C E C K(«), so
gilt [K () : E] = [E : K| = 2, wir brauchen also Teiler g von f vom Grad 2 mit gg(«) = 0.

e Fall f(z) = (x — a) - g(x), wo ¢ irreduzibel ist: Dann gibt es keinen quadratischen Zwi-

schenkorper.
e Fall f(z) = (z — ) (z — B) - h(z), wo h irreduzibel ist: Dann betrachten wir

(x—a)(z—B)=2%—(a+ Bz + ab.
Ein moglicher Zwischenkorper ist dann
K(a+B,ap).
e Fall f(z) = (z — a)(x — a1)(x — ag)(z — ag): Wir betrachten
(z—a)(z — o) = 2% — (@ + a;)z + .
Wir erhalten den Zwischenkorper
K(a+ a;, an;).

Insgesamt kann es also 3 Zwischenkorper geben.

Beispiele:
(1) Wir betrachten Q(a)|Q, wo « eine Nullstelle des Polynoms f = z* — x — 1 ist. Als Zerlegung in
irreduzible Faktoren iiber Q(«a) ergibt sich - ohne Beweis -
f=a'—z—-1=(z—a)(a®+az?+’z+ (a® - 1)).

f besitzt also kein quadratisches Polynom als Teiler. Daher gibt es auch keinen quadratischen
Zwischenkérper.

Qo)
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(2) Wir betrachten Q(v/5)|Q. Wir schreiben o = +/5. Das Minimalpolynom von « iiber Q ist
f=2"-5=(z—a)(z+a)lz?+a?).
Daher gibt es nur eine Moglichkeit fiir gg mit grad(gg) = 2:
ge=(x—-a)(z+a)=z—a’=2—-5.

Wir erhalten als einzigen echten Zwischenkdrper

E =Q(V5).
Q(V5)

Q(v5)

Q
(3) Wir betrachten Q(v/2 4 v/3)|Q. Das Minimalpolynom von /2 + /3 iiber Q ist
f = 2*—1022+1=
(= (V2+V3)) (& - (V2= V3)) (& = (-V2+ V3))(z - (-V2 - V3)).

Es gibt drei Moglichkeiten fiir gp:

g (@) = (@—(V2+VE)(w - (VZ—V3) = a? - 220 - 1,

98, () (¢ = (V24 V3) (@ — (V2 +V3)) =a? —2VBr + 1,

gp, (2) (z—(V2+V3))(z — (—V2-V3)) =22 - (5+V2-V3).
Wir erhalten drei Zwischenkorper:

By =Q(V2), BE»=Q(V3), E;=Q(6).
Q(V2 +v3)

9. Der Satz vom primitiven Element I

Sei L|K eine algebraische Erweiterung. Wie bereits erwiihnt, heifit o € L heifit ein primitives Element
der Erweiterung L|K, wenn gilt L = K(«). In diesem Fall ist L| K eine endliche Kérpererweiterung.
Wir wollen in diesem Abschnitt kldren, wann eine endliche Korpererweiterung L| K ein primitives Element
besitzt.

Wir behandeln zunéchst endliche Kérper.

SaTz. Sei L|K eine Kirpererweiterung endlicher Korper, d.h. |L| < oo und |K| < co. Dann gibt es ein
a € L mit
L =K(a).

(Ist v ein Erzeuger der zyklischen Gruppe L*, so gilt L = K(«).)
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Beweis: In der Algebra zeigt man: Jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe L* eines Korpers
L ist zyklisch. Da in unserem Fall L selbst endlich ist, ist L* zyklisch, es gibt also ein o € L mit
L\{0} = L* = {a,0?,...,altI7 =1},
Dann gilt natiirlich
L =K(a),

was wir zeigen wollten. B

Beispiel: Das Polynom f = z*+23+22+x+1 € Fa[x] ist irreduzibel. Also ist K = Fa[z]/(f) ein Korper.
Sei a das Bild von z in K. Dann ist (nach Definition) K = Fa(a). Wegen 2°—1 = (z—1)(2*+23+22+2+1)
gilt a® = 1, also ist a kein Erzeuger der zyklischen Gruppe K* (mit |K*| = 15), obwohl « ein primitives
Element der Kérpererweiterung L|K ist.

SATZ (Satz vom primitiven Element). Sei L|K eine endliche Kérpererweiterung. Dann sind dquivalent:
(1) Es gibt ein o € L mit L = K(«).
(2) FEs gibt nur endlich viele Korper E mit K C E C L.

Beweis, Teil 1:
e Fall |K| < oo: Da L|K eine endliche Kérpererweiterung ist, ist auch L ein endlicher Kérper
(mit |L| = |K|K)) Nach dem vorangegangenen Satz gibt es dann ein primitives Element.
Da L endlich ist, hat L nur endlich viele Teilmengen, insbesondere gibt es nur endlich viele
Zwischenkérper. Die Aussagen (1) und (2) des Satzes gelten hier also immer.
e (1)=(2) Dies haben wir bereits im letzten Abschnitt bewiesen. B

Als Vorbereitung auf den 2. Teil des Beweises behandeln wir das folgende Lemma:
LEMMA. Sei K ein unendlicher Korper und L|K eine endliche Kdrpererweiterung mit nur endlich vielen
Zwischenkdrpern. Zu o, 5 € L gibt es dann ein ¢ € K mit
K(a, B) = K(a +cf).
Beweis: Wir betrachten fiir ¢ € K die Zwischenkorper K (a+c¢f3). Natiirlich gilt K C K (a+¢8) C K(«, ).

Da es nur endlich viele Zwischenkorper geben soll und K unendlich ist, gibt es ¢1,co € K mit ¢; # ¢
und K(a+c18) = K(a+ c2f). Sei E = K(a+ 1) = K(o + ¢28). Dann gilt

(ateif) (ot esb)
C1 — C2

a+caf,a+cf eE, alsoauch (= E.

Dies impliziert
a=(a+capf)—apfekE.
Aus a, f € F folgt K(a, ) C F, und zusammen mit F C K(«, 8) dann
K(a,p) = E = K(a+ap).

Die beweist die Behauptung. B

Beweis des Satzes vom primitiven Element, 2. Teil
e (2)==(1) Da L|K endlich ist, gibt es a1,...,a, € L mit
L=K(a,...,an).
Wir zeigen, dass es ca,...,c, € K gibt mit
L=K(a,...,an) = K(a1 + coag + - + cpan).
Das Element
a =1+ coas + -+ cpap,

ist also ein primitives Element der Erweiterung.
Wir zeigen durch Induktion, dass es cs, ..., ¢; gibt mit

K(al,ag,...,ai) :K(Oé1+62042+"‘+61'0ti).
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Fiir i = 1 ist die Aussage trivial, fiir ¢ = 2 folgt sie direkt aus dem vorangegangenen Lemma.
Gilt nun bereits
K(al,ag,...,ai) = K(Oél + coap + - - - —l—ciai),
so erhalten wir mit dem vorangegangenen Lemma ein ¢;41 € K mit
K(a, a9, 04,0541) = K(ag, ..., ) (qitr) =
= K(Oq + corg + - -+ cz-ozi)(oziH) =
= K(ar+con +- + oy, ip1) =
= K(a1 + coag + - -+ ci0y +CZ'+1O[1'+1).

Damit ist die Behauptung durch Induktion bewiesen. B

Wir formulieren das Ergebnis des Beweises nochmals explizit:

FOLGERUNG. Sei L|K eine endliche Korpererweiterung der Gestalt
L= K(Oé1,...,0[n),
sodass es nur endlich viele Korper E mit K C K C L g¢ibt. Dann existieren co,...,c, € K mit

L=K(ag + coaa+ -+ cpa,).

Beispiel: Wir haben bereits gesehen, dass

Q(V2,V3) = Q(V2 + v3)
gilt, d.h. v/2 4+ v/3 ist ein primitives Element der Erweiterung Q(\@, \/§)|Q

Bemerkung: Es gibt endliche Kérpererweiterungen L|K, die kein primitives Element besitzen, daher
unendlich viele Zwischenkorper haben. Hier ist ein Beispiel: Sei p eine Primzahl, seien x,y Unbestimmte
iiber F), und

L=Fy(z,y) und K =TF,(z",y").

10. Spur und Norm bei endlichen Kérpererweiterungen
Sei L|K eine endliche Kérpererweiterung. Fiir o € L erhélt man durch Multiplikation eine K-lineare
Abbildung
o : L — L mit ¢,(8) = af
eine K-lineare Abbildung von L. Wir definieren Spur, Norm und charakteristisches Polynom von
a durch

Sprix (@) =sp(da), Npjk(a) =det(da),  Xa,rik(T) = Xoo (7).
Wir kénnen ¢, durch Matrizen beschreiben. Sei w,...,w, eine K-Basis von L. Dann gibt es Zahlen

a;; € K mit
n
aw; = E AijWj.
Jj=1

Wir koénnen diese n Gleichungen auch durch Matrizengleichung beschreiben:

w1 aixr ... Qin w1
af 1] = s
Wp, Ap1 Gpn Wn
Wir nennen
ail ce QA1n
Ala) =

an1 ... Apn
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die « darstellende Matrix beziiglich der Basis wy,...,w,. Dann ist also
w1 w1
o =Aa) |
Wn wn,

Damit erhélt man
Sprk (@) = sp(A(a)), Npjx(a)=det(A(®)), Xo,rix(z)=det(z 1, — A(a)).

Bemerkungen:
(1) Wir erinnern daran, dass Spur, Determinante und charakteristisches Polynom nicht von der
gewihlten Basis abhéngen.
(2) In der Linearen Algebra beschreibt man die obige Abbildung ¢, in der Regel durch die trans-
ponierte Matrix A(«)t. Wir verwenden obige Konvention, weil dies manchmal komfortabler ist.
Spur, Norm und charakteristisches Polynom sind unabhingig davon, ob man die Matrix A(«)
oder A(a)! nimmt.

Beispiel: Sei L|K eine Korpererweiterung vom Grad 2. Sei w € L\ K. Dann ist 1,w eine K-Basis von
L. Wir nehmen an, es gibt ein d € K mit w? = d. Dann ist 1,w eine K-Basis von L. Sei o = 2 + yw in L
(mit z,y € K). Es ist

1\ [ z+yw \ (z+yw) [z vy 1
(x'f'yw) (CU) o (xw+yw2> - <dy+xw> - (dy $> (w> P
_ (T Y
Az + yw) = <dy w)
Sprk(a) =22, Npg(a)= z? — dy?.

Fiir das charakteristische Polynom erhélt man
Xonx(X) = X? = Spp (@)X + Npjg(a) = X? =20 X + (2 — dy?).

also gilt

Dann ist

LEMMA. Sei L|K eine endliche Korpererweiterung, wy, .. .w, eine K-Basis von L. Fir o € L wird durch

eine Matriz A(a) € M, (K) definiert. Dann definiert
A:L—-M,(K), a— Aa)

einen K-linearen Ringhomomorphismus.

Beweis: Wir betrachten den Spaltenvektor

w1

Wn
Dann gilt also
aw = A(a)w.

Jeder Vektor aus L™ hat eine eindeutige Darstellung Mw mit M € M, (K). Fiir o, 8 € L und ¢ € K gilt
Ala+Bw = (a+Blw=ow+ fw = A(a)w + A(B)w = (A(e) + A(B))w,
Blw = afw=PFaw = A(c)w = A(a)pw = A(a)A(S)w

Alca)w

)

caw = cA(a)w,

ADw = lw=w=1,w,
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woraus dann

Ala+p) = Ala) + A(B),  A(@)A(B), Alca) =cAla), A(l) =1,
folgt. Daraus folgt die Behauptung. ®

Satz. Sei L|K eine endliche Korpererweiterung.

(1) Sppk : L — K st eine K-lineare Abbildung mit Spy k(1) = [L : K].

(2) Npjg : L — K ist eine multiplikative Abbildung, d.h.

Npjz(aB) = Npjg ()N (8),
die Einschrinkung auf L* liefert einen Gruppenhomomorphismus
L* — K*.

(3) a € L ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms X1k (), d.h. Xa,01x () = 0.

(4) Charakteristisches Polynom und Minimalpolynom eines Element o € L hingen so zusammen:
[L:K(a)]

Xa,L|K(x) = ma,K(x)

Beweis: Wir wéhlen eine K-Basis wy, .. .,w, von L und betrachten die zugehorigen darstellenden Matrizen
A(a). Wir verwenden die Eigenschaften des vorangegangenen Lemmas.

(1) Fir ,8 € L und ¢ € K gilt

Sprx(a+B) = Sp(A(a+ B)) = Sp(A(a) + A(B)) = Sp(A(a)) + Sp(A(B) =
= Sprik (@) +Sprx(B),

Sp(A(ca)) = Sp(cA(a)) = ¢Sp(A(a)) = cSpy (@),
Sp(A(1)) =Sp(1,) =n = [L: K].

SPL|K(004)

Sprx(1)

(2) Fiir o, 8 € L gilt
Nyk(af) = detA(af) = det(A(a)A()) = det(A(a)) det(A(5)) =

(
= Npyx(a)- NL|K( )

(3) Xa,z|k (x) ist nach Definition das charakteristische Polynom der Matrix A(«). Nach Cayley-
Hamilton gilt

Xa, |k (A(a)) = 0.
Schreiben wir XQ,L|K(x) = >, ¢zt mit ¢; € K, so gilt
0= Xa,r|x (4 Z cA(a)' =) Al = A cia’) = AlXa,Lix (@)
Da A: K — M, (K) injektiv ist, folgt
on,L|K(a) = 07

wie behauptet.
(4) Sei &,..., &y, eine K-Basis von K(«) und 7y, ...,n, eine K(a)-Basis von L. Wir wissen, dass
dann (&§n;)1<i<m,1<j<n eine K-Basis von L iiber K ist. Es gibt Zahlen a,; € K mit

m
a; = Z ai;&;-
j=1
Es folgt

a&ink =Y _ @i

=1
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Als darstellende Matrix ergibt sich eine Blockmatrix mit n Matrizen (a;;) ldngs der Diagonalen:

(aij)

(aij)
Alo) = ’
(aj)
Daraus ergibt sich
Xa,ojx(2) = det(z - 1y — A(@)) = (det(z - 1,y — (ai5))" =
= Xa,K(a)\K(iE)n = X(x,K(a)|K(x)[L:K(a)]'

Aus Xa, k(o) k() = 0 folgt ma x | Xa,k(a) k- Da die Polynome gleichen Grad haben und
normiert sind, folgt mq x = Xa,K (o) K- Durch Einsetzen erhélt man die Behauptung. m

Beispiel: Wir betrachten Q(v/2,/3). Wir wissen, dass gilt [Q(v/2,v/3) : Q] = 4. Man iiberlegt sich, dass

1,v2,v3,V6

eine Basis von Q(\/ﬁ7 \/§) iiber Q ist. Beziiglich dieser Basis berechnen wir darstellende Matrizen:
e Wir beginnen mit V2+3

1 V2+V3 0110 1
V2 2+6 2 0 0 1|[v2
V2V = save |~ |5 00 1] |va]
V6 3V2+2V3 03 2 0/ \\V6
also
01 10
2 0 0 1
A(x/§+\/§)—3001
03 2 0
Es folgt

SPKIQ(\[Q+ V3) =0, NK\Q(\/iJr V3) =1, X\/§+\/§7K|@($) =z* —102% + 1.
e Wir betrachten nun /6 als Element von Q(v/2,/3). Es ist

1 V6 000 1 1
\/6\/5_2\/3_0020 V2
V3 | 3v2 030 0][|V3[’
V6 6 6 0 0 0/ \\V6
also
0001
00 20
A(*/é)_ozaoo
6 0 0 0
Es folgt

Spj(V6) =0, Ngg(V6) =36, X gx10(r) = a* — 122° + 36 = (2* — 6)°.

11. Die Transitivitit der Spur-Abbildung

SATZ. Seien L|K und M|L endliche Korpererweiterungen. Dann ist auch M|K eine endliche Korperer-
weiterung. Es gilt:
SParjx = SPLik © SPum|L-

Datei: kt_spur.tex. Version vom 6.5.2024
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M

L
K
Beweis:

e Sei aq,...,a,;, € L eine K-Basis von L und Sy, ..., 08, € M eine L-Basis von M. Dann ist nach
einem fritheren Satz (a;8;)1<i<m,1<j<n cine K-Basis von M.
e Sei £ € M. Dann gibt es \j; € L mit

Bj = Z ik
k=1
Es ist .
SPM|L(§) = Z)‘jj-
=1

o 7Zu \ji, € L gibt es pjr,y € K mit

jkal E Mk i1 G-

Es folgt
SpL|K Jk Z,U/jk 1%

und damit
n m

SPL\K(SPM|L(5)) = SPL\K Z ZSPMK jj) ZZWJM*
j=1

j=11i=1
o Weiter gilt

Sy = Z AjkBr = Z( k) B Z (Z ik, zlal> Br = Z Z#]k 1104 B

k=1 k=1 k=11=1
Der Koefﬁment bel a;f; ist dann pj; 45, woraus

SPr(©) =D ) mjjai
i=1 j=1

folgt.
e Aus den Formeln ersieht man die Gleichheit

SPF\E(SPE|K(§)) = SpF|K(§>7
was gezeigt werden sollte. B
Bemerkung: Fiir a € R> ist v/a durch die Bedingungen
(\/5)2:a und a >0

eindeutig bestimmt. Weiter sei
Va=iy/la| fir a€Rc.

LEMMA. Seid € Q*\ Q*2, d.h. d ist ein Nichtquadrat in Q.
(1) Q(Vd) ist eine quadratische Erweiterung von Q und

Sp@(ﬂ)\@(‘/g) =0.
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(2) Ist K eine endliche Kérpererweiterung von Q mit Vd e K, so gilt
Spijo(Vd) = 0.

Beweis:

(1) Dies wissen wir bereits. Die Spuraussage folgt auch nochmals aus

1 0 1 1
“aia) = (0 0) (a)
da 1,V/d eine Q-Basis von Q(v/d) ist.
(2) Wir wenden die Spurformel auf den Korperturm Q € Q(v/d) C K an:

Spre(Vd) = Sbyvae (SpK\Q(\/E)(\/gD = Spavae (\/E'SPKIQ(\/E)(U) =
= Spgryae (V- [K : QWA)) = [K : Q)] - Spgya (VD) =
= [K:Q(Vd)]-0=0.

Dies war zu zeigen. B

SATZ. Sei D C Z\ {0} die Menge der quadratfreien ganzen Zahlen, d.h. die Menge der ganzen Zahlen,
die nicht durch das Quadrat einer Primzahl teilbar sind, also

D = {+1,+2, 43, +5,+6,£7, 410, £11, +13, +14, +15, +17,£19, ... }.
Dann st die Menge von komplexen Zahlen
{(Vd:de D}

linear unabhdngig iber Q, d.h. sind dy,...,d, paarweise verschiedene Elemente aus D, so gilt
dimg (Q\/dl T Q\/dn) = n.

Beweis:

e Wir nehmen an, wir haben eine Relation

ch\/g:() mit  ¢q € Q,

deD

wobei natiirlich nur endlich viele ¢4 von 0 verschieden sein kénnen, damit die Summe definiert
ist. Sei

C:{dGDtcd#O}.
Wir nehmen an, es ist C # (). Sei

K =Q({Vd:decCy).
e Sind dy,ds € C' mit dy # ds, so ist didy kein Quadrat in Q, also wegen

(Vdy - V/dy)? = dydy € Q" \ Q*2
Vi - \/dy = £1/dyds,

SPK\Q(\/CTl' \/572) =0.

Andererseits gilt natiirlich fiir d € C
SpK\Q(\/g' \/g) = SPK|Q(d) =d-[K:Q]#0.

und damit
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e Sei nun d’ € C. Multiplizieren wir »_, cqV'd = 0 mit V/d', so erhalten wir

S eaVd V@ =0,
deC

Spurbildung liefert

0 = SpK‘Q(Z caVd-Vd') = Z cq - Sme(\/E- V') =
deC deC
= ca -SPKIQ(\/E- Vd')=cq -d - [K:Q]#0,
und damit ¢y = 0. Dieser widerspricht aber der Wahl von C. Daher war die Annahme C #
falsch. Damit ist bewiesen, dass {v/d : d € D} linear unabhingig iiber Q ist. m
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